
マッチングと被覆 
MATCHING AND COVER 



何を考えるか 
人と仕事の割り当て 

 何通りの割り当てが可能か 
 抜けが無いか 

二部グラフで考える 



二部グラフ(BIPARTITE GRAPHS) 
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マッチング(MATCHING) M A⊆

M A⊆ が以下の性質を満たすとき、マッチ

ングと呼ぶ 
 
任意の相異なる 2 つの弧 1 2,a a M∈ に対し

て、 

( ) ( )1 2 1 2a a a a+ + − −∧∂ = ∂ ∂ = ∂/ /  

が成り立つ。 



マッチングの例 
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被覆(COVER) ( ),U U+ −

二つの集合U V+ +⊆ 及びU V− −⊆ の順序対 ( ),U U+ −
が以

下の性質を満たす時、被覆と呼ぶ。 

 ( ) ( ),a A a U a U+ + − −∀ ∈ ∂ ∈ ∨ ∂ ∈  

つまり、全ての弧の始点または終点を覆うような頂点集合の

順序対である。 
唯一でないことに注意 
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最大マッチングと最小被覆 
明らかに次式が成り立つ。 

 
 
 なぜなら 

UM A U+ −≤ ≤ +

M U U+ −≤ +



最大マッチングと最小被覆 
つまり、以下が成り立っている。 

 
 
 

更に、等号が成り立つことを示すことができる。 
 

( )minmax U UM + −≤ +



対応する二端子フローネットワークを構成 
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マッチングと整数フロー 
 v V± ±∀ ∈ に流れ込むフローは 1 または 0 である。 

 ( ) 1vϕ δ − + = となる頂点 v+
から、一つの枝にだけ

( ) 1vϕ δ + + = が流れる。 

 ( ) 1vϕ δ + − = となる頂点 v−
には、一つの枝からだけ

( ) 1vϕ δ − − = が流れる。 

 マッチングと整数フローが一対一対応になっている。 
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被覆とカット 

GN の有限な容量を持つカットW に対して 
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とおくと、 ( ),U U+ − は被覆である。 

なぜなら、両端点が ( ),U U+ − に属さない弧 a が存在した

とすると、a はカットW から出る弧であり、 ( )c a = +∞と

なり、W が有限な容量を持つことと矛盾する。 
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逆に、G の任意の被覆 ( ),U U+ − に対して 

 { } ( )\ UW s V U+ + + −∪ ∪=  

とすると、W は GN の有限な容量を持つカットとなる。 



最大マッチング＝最小被覆 
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応用例：枝彩色 (EDGE COLORING) 
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ジョブの集まり

：機械の集まり

•同時並行で処理できるジョブは? 
•その組合せは? 
 

•一つの頂点に来る弧に異なる色を付ける 
•最小の色の数は? 
 

•最小マッチングと同じ問題 
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正則2部グラフ(REGULAR BIPARTITE) 
正則2部グラフ 

 全ての頂点の次数が等しい2部グラフ 
 k-正則な2部グラフ 

 全ての頂点の次数がkである正則2部グラフ 



例：2-正則2部グラフ 
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k-正則2部グラフの 
枝彩色にはk色 
必要 
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