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力学を導く原理？

Newton力学

Newtonは、何かの原理から運動法則を導
いたのではない

しかし、

人は、常に上位の「原理」を探している

「なぜ、○○の法則は成り立つか？」

何かの原理からNewton力学を導出する
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最小作用原理

Newton力学を原理的に導出する

何かを最大または最小にするのがNewton
力学？

準備

力学法則は座標系に依存しない

一般的な座標系を利用する

 1 2, ,q q 
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Lagrange形式の理論

一次元運動を考える

位置 とその時間微分

位置エネルギー

Lagrangian ( と の関数)

作用
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Lagrange形式の理論
二つの経路 と
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Lagrange形式の理論
二つの経路と対応する作用

二つの経路 と の差とそれぞれ
の速度の差

変分と呼ぶ
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Lagrange形式の理論
経路のずれ

 の経路 に対する経路
からのずれ

 と を独立として扱うことに注意
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Lagrange形式の理論
作用の差
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 注意：部分積分
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Hamiltonの最小作用の原理

作用の極値が、軌道を与える。

任意の軌道のずれ に対して上式が成り
立つには

Euler-Lagrange方程式
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Hamiltonの最小作用の原理

作用を最小化する軌道が、運動方程式
の解

運動方程式がEuler-Lagrange方程式と
して導出できる
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変分法 (Variational method)

Lagrangian は、時間の関数としての位
置 とその時間微分 の汎関数
(functional)(関数の「関数」)

汎関数を関数で微分することを変分
(variation)と呼ぶ

11



エネルギー保存則
Energy Conservation

Langangian が陽に時刻 に依存しない

座標 と速度 を通じて時刻 に陰に依存

 が右辺に表れない
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Euler-Langrange方程式から
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 は保存する。つまり時間に対して不変
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Descartes座標では

エネルギー保存が導出された
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Hamiltonの正準形式

運動量をLagrangianを通じて定義する

Euler-Lagrange方程式から
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Hamiltonの正準形式

座標 と対応する運動量 を独立変数と
する

 は と の関数

Hamiltonian

エネルギーの表式であることに注意
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Hamiltonの正準形式

Hamiltonianの形式的全微分
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Hamiltonの正準方程式

Hamiltonianの形式的全微分と
Lagrangianを使った全微分を比較すると

運動方程式が一階連立微分方程式として得
られる

注意：第二の式は、 に対応した「速度」を与
えるものではなく、 の時間変化を与えるも
のと解する
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例：一次元の重力中の運動

運動エネルギーと位置エネルギー

Lagrangian
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例：一次元の重力中の運動
Lagrange形式

Euler-Lagrange方程式
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例：一次元の重力中の運動
Hamilton正準方程式

 から へ

Hamiltonian

正準方程式
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一次元調和振動子

運動エネルギーと位置エネルギー

Lagrangian
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例：一次元調和振動子
Lagrange形式

Euler-Lagrange方程式
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例：一次元調和振動子
Hamilton正準方程式

 から へ

Hamiltonian

正準方程式
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例：一次元の非線形振動

運動エネルギーと位置エネルギー

Lagrangian
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例：一次元の非線形振動
Lagrange形式

Euler-Lagrange方程式
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例：一次元の非線形振動
Hamilton正準方程式

 から へ

Hamiltonian

正準方程式
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例：中心力場中の粒子の運動(2
次元)

Lagrangian

極座標へ
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例：中心力場中の粒子の運動(2
次元)：極座標でのLagrangian
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例：中心力場中の粒子の運動(2
次元):Euler-Lagrange方程式

Euler-Lagrange方程式

以上から

31

2

0

mrL U
r r
L





 
 
 







2

L r
r
L

m

mr 


















 

2

2

0

d 0
d

m

m r

Ur mr
r

t









 









例：中心力場中の粒子の運動(2
次元):Hamilton形式

Hamilton形式へ
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例：中心力場中の粒子の運動(2
次元):正準方程式

正準方程式
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正準変換

Hamilton正準方程式を成立させる座標
と運動量の組：正準変数

正準変換：正準である変数 から、正
準である他の変数の組

への変換

位相空間：正準変数の組がはる空間
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正準変換の例

デカルト座標 から極座標 へ

デカルト座標 に対応した
Lagrangian

デカルト座標 に対応した運動量
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極座標へ

運動量の正準変換
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一般的物理量 の時間変化

Poisson括弧
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