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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
最初のモデリングの方法として、微分方程式を扱いましょう。そして、その数値解法を説明します。



質点の運動のモデル化

粒子と粒子に働く力
粒子の運動→粒子の位置の時間変化

粒子の位置の変化の割合→速度
速度の変化の割合→加速度

力と加速度の結び付け
Newtonの運動方程式：微分方程式
解は、時間の関数としての位置

©只木進一（佐賀大学）

2

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
高校で学んだ力学を復習しましょう。粒子とその粒子に働く力を考えます。粒子の運動とは、粒子の位置が時間とともに変化することです。位置の変化の割合が速度であり、速度の変化の割合が加速度です。Newtonの運動方程式は、加速度と力を結びつけます。加速度は時間変化の割合ですから、微分方程式となります。運動方程式の解とは、時間の関数としての位置のことです。



Newtonの運動方程式

質点の運動は、Newtonの運動方程式
で記述される
加速度は力に比例する
位置の二階微分方程式

©只木進一（佐賀大学）
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
質点とは、大きさを無視した粒子のことです。加速度は力に比例するというのがNewtonの法則です。位置を3次元空間のベクトルを時刻で二階微分したものが加速度となります。この加速度が力に比例します。比例定数が慣性質量です。



微分

独立変数𝑡𝑡とその従属変数𝑥𝑥(𝑡𝑡)
一階微分

変数𝑡𝑡が微小に増加した際の、𝑥𝑥の増分の
割合：一定とは限らない

関数𝑥𝑥(𝑡𝑡)の時間に関する変化率
(𝑡𝑡, 𝑥𝑥)空間内の関数𝑥𝑥(𝑡𝑡)の傾き
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
微分の意味についても、念のため確認しておきましょう。独立変数tに対して変化する従属変数xを考えます。その一階微分は、独立変数tが微小量hだけ変化した時の従属変数の変化量をhで除し、hがゼロの極限をとったものとして定義します。時間の関数としてのxの傾きに相当します。



二階微分

関数𝑥𝑥(𝑡𝑡)の変化率𝑣𝑣(𝑡𝑡)の変化
関数𝑥𝑥(𝑡𝑡)の曲り具合（上に凸、下に凸な
ど）
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二階微分も同様に、一階微分の変化量の極限です。二階微分は、関数xの曲り具合を表しています。二階微分が正ならば下に凸、負ならば上に凸になります。



微分方程式

関数の変化を記述することで、それに
従う関数を求める

例1：変化の割合が一定

例2：変化の割合が関数自身に依存
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微分方程式で定まらない定数（積分
定数）𝑏𝑏が現れる
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
微分方程式は、関数の変化を記述することで、関数を定めるものです。例えば、変化の割合が一定という微分方程式の解は、一次関数となります。あるいは、変化の割合が、関数そのものに比例する場合には、その解は指数関数となります。ここで注意してほしいことは、微分方程式の解となる形が完全には定まらないことです。このシートでは、二つの一階微分方程式を示していますが、いずれの例でも𝑏という定数を微分方程式から定めることはできません。このような定数を積分定数と呼びます。この定数を定めるためには、初期条件、独立変数tがゼロにおける関数の値が必要です。



二階微分方程式

独立変数による二階微分を含む方程式
例：
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微分方程式で定まらない定数（積分定数）
𝑎𝑎と𝑏𝑏が現れる
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二階微分方程式の例を見ましょう。二階微分が関数そのものに比例する場合です。ただし、比例定数が負であることが重要です。この場合の解は、二つの三角関数（正弦関数と余弦関数）の線形和となります。二つの三角関数の係数aとb積分定数です。



二階微分方程式を一階連立微分方
程式へ

𝑣𝑣 𝑡𝑡 = d𝑥𝑥(𝑡𝑡)/d𝑡𝑡を導入
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位置𝑥𝑥の時間変化は
𝑣𝑣で定まる

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二階微分方程式は、このシートにあるように、一般的に一階微分方程式の組にすることができます。x(t)とその一階微分v(t)に対する連立した一階微分方程式です。二番目の式は、xの時間変化がvの値で決まる、と解釈します。



数値積分の観点で微分方程式を
見ると

微分方程式は、「左辺(導関数)が右辺
で与えられる」と読む
導関数→微小変化量→直後の関数の変化
値

©只木進一（佐賀大学）
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
微分方程式は、右辺の値で、左辺にある従属変数の変化量が定まる式です。変化量が定まれば、独立変数が少しだけ変化したときの従属変数の値が分かるはずです。



微分方程式を数値的に解くとい
うこと

微分方程式

ある𝑡𝑡での𝑥𝑥(𝑡𝑡)と𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑥𝑥)が分かれば、
𝑥𝑥(𝑥𝑥 + Δ𝑡𝑡)の値を近似的に得ることが
できる
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
従属変数xの変化量がf(t,x)で与えられたとしましょう。すると、独立変数がΔtだけ進んだときの値x(t+Δt)は、x(t)に対してf(t,x) Δtだけ増えたと近似的に考えることができます。この近似はΔtの二乗のオーダーの項を無視したものです。Δtが十分に小さければ、無視した項はその二乗くらい小さな量になるでしょう。



Euler法

最も簡単な微分方程式の数値解法
一元一階微分方程式の場合

近似的な時間発展式
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
さきほどの近似を使ったものがEuler法という数値解法です。



Euler法

𝑛𝑛元一階微分方程式の場合

近似的な時間発展式

右辺は時刻𝑡𝑡における量だけで表現されてい
る
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
従属変数がn個ある場合に、まとめておきます。i番目の従属変数の微分が関数f_i(t,y) で与えられます。右辺の関数にインデクスiがついていることに注意してください。つまり、従属変数毎に異なる関数です。関数に引数は全従属変数ですから、互いに連立しています。独立変数が微小量hだけ進むと、従属変数はf_i(t,y)hだけ変化します。



Javaを用いた微分方程式の数
値解法

数値解法：Euler法またはRunge-
Kutta法
微分方程式に依存しない一般的手法

微分方程式をインターフェイスのイン
スタンスとして渡す
C/C++の関数ポインタに相当

©只木進一（佐賀大学）
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ここからは、Javaで微分方程式を解く話です。本日説明したEuler法や、もっと精度の高いRunge-Kutta法は、個々の微分方程式に依存しない一般的な方法です。従って、微分方程式を変数として渡すと微分方程式を数値的に解いてくれるライブラリを作りたいものです。c/c++では、関数のポインタを関数の引数として渡すことができました。しかし、Javaにはポインタがありません。関数のテンプレートとして使えるものにインターフェイスがあります。インターフェイスはメソッドのシグナチャー、つまり名前と引数並びだけを定義し、その実装が無いものでした。メソッドを実装して、インターフェイスのインスタンスを微分方程式を解くメソッドに渡すことはできないでしょうか。



微分方程式を表すインターフェ
イス

独立変数𝑡𝑡と従属変数𝑦𝑦𝑖𝑖 𝑡𝑡

引数の値から、導関数の値を返す関数

14

@FunctionalInterface
public interface DifferentialEquation {

public double[] rhs(double t, double y[]);
}

©只木進一（佐賀大学）

関数インターフェイス
であること示す注釈

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
はじめに、一階連立微分方程式を表すインターフェイスを定義しましょう。アットマーク”@”は、「アノテーション」と言い、コンパイラや開発環境に情報を伝える注釈です。@FunctionalInterfaceは、あとで説明する関数インターフェイスであることを示しています。メソッドは、たった一つ、rhd()、つまり微分方程式の右辺に相当する値を計算します。



Javaで微分方程式を定義する

DifferentialEquationはInterface
インスタンスを生成できない

二つの方法
生成時に抽象メソッドを定義する
ラムダ式を利用する

©只木進一（佐賀大学）
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
微分方程式を表すDifferentialEquationはインターフェイスですから、そのままではnewを使ってインスタンスを生成する、つまり具体的な微分方程式を記述することができません。しかし、インターフェイスのインスタンスを作る方法は二つあります。第一は、newを使ってインスタンスを生成する際に、実装されていないメソッド（抽象メソッド）の実装コードを書きこむ方法です。第二は、ラムダ式を使う方法です。



関数の定義：一様重力の例
抽象クラスの実装を使って

©只木進一（佐賀大学）
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1. Int n=2;
2. DifferentialEquation eq
3. = new DifferentialEquation(){
4. //メソッドの実装
5. public double[] rhs(double t, double[] y){
6. double dy = new double[n];
7. dy[0] = y[1];//dx/dt
8. dy[1] = g; // dv/dt
9. return dy;
10. }
11. };
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
第一の方法を示します。new DifferentialEquation()でインスタンスを生成する(3行目)のですが、その直後に{}を使って、インスタンスの実装部分を記述しています。4行目から11行目です。ここでは、重力落下の運動方程式を例にします。鉛直下向きの座標をx、速度をv、重力加速度をgとします。従属変数が二つですから、0番を位置x、1番を速度vにしましょう。7行目は位置の時間微分（左辺）が、速度で与えられるという式です。8行目は速度の時間微分が、重力加速度で与えられるという式です。こうして、時刻tにおける位置の導関数と速度の導関数を計算し、9行目でその値を返します。5行目から10行目の部分だけを書くのが、次のシートに示すラムダ式を使う方法です。



関数の定義：一様重力の例
ラムダ式を使うと

©只木進一（佐賀大学）
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1. Int n=2;
2. DifferentialEquation eq
3. =  (double t, double y[]) -> {
4. double dy = new double[n];
5. dy[0] = y[1];//dx/dt
6. dy[1] = g; // dv/dt
7. return dy;
8. };
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各微分方程式をどのインデクスに割り当てるかの定めはない

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
3行目の(double t, double y[]) は、rhs()というメソッドの引数並びです。その右の”->”の後ろがrhs()の中身です。こんなことができるのは、DifferentialEquationが関数インターフェイスであって、たった一つのメソッドしかないからです。左辺でDifferentialEquationとインターフェイス名を指定しているので、その右辺はDifferentialEquationのインスタンスに決まっています。また、メソッドはrhs()一つしかないので、メソッド名を省略できるのです。



Euler法によって数値積分を行
うクラス

微分方程式を引数で渡す
ℎだけ独立変数を進める
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1. public class Euler {
2. public static double[] euler(double t,double y[],
3. double h, DifferentialEquation eq){
4. int n = y.length;
5. double yt[]=new double[n];
6. double dy[] = eq.rhs(t, y);
7. for(int i=0; i<n ; i++){
8. yt[i] = y[i] + h * dy[i];
9. }
10. return yt;
11. }
12. }

©只木進一（佐賀大学）
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微分方程式
独立変数𝑡𝑡と従属変数�⃗�𝑦
からd�⃗�𝑦/d𝑡𝑡を求める
𝑓𝑓(𝑡𝑡, �⃗�𝑦)に相当

独立変数𝑡𝑡と従属変数�⃗�𝑦

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ここに示すのは、Euler法によって、独立変数𝑡を微小量ℎだけ進めたときの従属変数の値を返すメソッドeuler()です。引数には、DifferentialEquationのインスタンスeqがあります。6行目の右辺でeq.rhs()を呼び、微分方程式の右辺の値を配列として取得します。それを、ℎを乗じて現在の従属変数に加えます。最後に、新しい従属変数の値を返します。



Javaにおけるラムダ式

関数を表すインターフェースの実装を
簡潔に表す方法
関数そのもの（後で引数に値が入り評価
される）を表現する

関数を変数として扱える
(引数並び) -> {関数の実体};

Java8以降で利用可能になった
リストなどの要素の処理でも利用

19
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
Javaのラムダ式についてまとめておきます。ラムダ式は、関数を変数として扱うための方法です。Javaでは、インターフェイスの実装部分が相当します。記述方法は、(引数並び)->{関数の実体};です。この機能は、Java8以降で利用できるようになったものです。リスト要素の処理などにも利用することができます。



©只木進一（佐賀大学）
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1. import java.util.function. DoubleFunction;

2. public class LambdaMain {

3. public static double generalSum(
4. double data[], DoubleFunction<Double> op){
5. double sum=0.;
6. for(double d:data){
7. sum += op.apply(d);
8. }
9. return sum;
10. }

11. public static void main(String[] args) {
12. double data[]={1.,5.,8.,11.};
13. //二乗の和を計算
14. double sum = generalSum(data, d->d*d);
15. System.out.println(sum);
16. }
17.}

データに対する具体的演算は未定義

データに対する二乗を定義

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
DoubleFunctionというインターフェイスでは、applyというdouble型の引数を一つ持ち、戻り値を返すメソッドを定義しています。3行目に始まるメソッドgeneralSum()の引数で、DoubleFunction<Double>で、戻り値がDoubleであることを指定しています。7行目でapplyメソッドを使っていますが、その中身は指定していません。その中身は、14行目で指定しています。generalSum()の二つ目の引数に、いきなりd->d*dと書いています。これは(double d)->{return d*d;}と同等です。定義から引数はdoubleと分かっているので、省略しています。



基本的な関数の定義例
java.util.functionに定義済み
DoubleFunction<R>

double型の一変数に対してR型の値を返す
UnaryOperator<T>

 T型の一変数に対してT型の値を返す
 Function<T,R>

 T型の一変数に対してR型の値を返す
Predicate<T>

 T型の一変数に対してboolean型を返す

©只木進一（佐賀大学）
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
java.util.functionというパッケージの下に、様々なタイプの関数のテンプレートがあります。ラムダ式の活用は、出てきたときに説明しましょう。
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