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2020年度
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
前回は、Euler法を使って連立微分方程式の数値解を得ました。今回は、より精度が高いRunge-Kutta法について説明します。



連立常微分方程式の数値解法
Runge-Kutta法

独立変数を𝑡𝑡、従属変数を�⃗�𝑦とする以下
の連立微分方程式を考える。

d�⃗�𝑦
d𝑡𝑡

= 𝑓𝑓(𝑡𝑡, �⃗�𝑦)

数値解：𝑡𝑡をℎ刻みで増加させ、従属変
数の列を得る

�⃗�𝑦 𝑡𝑡 → �⃗�𝑦(𝑡𝑡 + ℎ)
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
一階連立微分方程式の復習から始めましょう。独立変数をtとし、その従属変数をyとします。その時間変化は、従属変数毎に異なることから、やはりベクトルfで表現されます。このとき、独立変数tが微小な値hだけ進んだときの値y(t+h) を数値的に求めましょう。



4次のRunge-Kutta法

𝑘𝑘1 = ℎ𝑓𝑓 𝑡𝑡𝑛𝑛, �⃗�𝑦𝑛𝑛

𝑘𝑘2 = ℎ𝑓𝑓 𝑡𝑡𝑛𝑛 +
ℎ
2

, �⃗�𝑦𝑛𝑛 +
𝑘𝑘1
2

𝑘𝑘3 = ℎ𝑓𝑓 𝑡𝑡𝑛𝑛 +
ℎ
2

, �⃗�𝑦𝑛𝑛 +
𝑘𝑘2
2

𝑘𝑘4 = ℎ𝑓𝑓 𝑡𝑡𝑛𝑛 + ℎ, �⃗�𝑦𝑛𝑛 + 𝑘𝑘3

�⃗�𝑦𝑛𝑛+1 = �⃗�𝑦𝑛𝑛 +
1
6
𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4 + 𝑂𝑂 ℎ5
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
Euler法は、独立変数の微小な変化量hの1次まで正しい方法でした。ここで紹介するRunge-Kutta法はhの4次まで正しい方法です。これが、なぜhの4次まで正しいかを確かめるのは、かなり面倒な計算が必要ですから、公式として受け取ってください。



RungeKuttaクラス
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/**
* One step from t to t + h
* @param t initial value of independent variable
* @param y initial values of dependent variables
* @param h step
* @param eq class contains differential equations
* @return next values of dependent variables
*/
public static double[] rk4(double t, double y[], 

double h, DifferentialEquation eq)

static メソッドのみで構成

ℎだけ独立変数を進める
入力：𝑡𝑡, �⃗�𝑦 𝑡𝑡 , ℎ, 𝑓𝑓(𝑡𝑡, �⃗�𝑦)
出力：�⃗�𝑦(𝑡𝑡 + ℎ)

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
皆さんに配布したmyLibには、RungeKuttta法のメソッドがあります。rk4()は、現在の値(t,y) からy(t+h)の値をRunge-Kutta法で求めるメソッドです。
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/**
* solve by rk4 from t1 to t2 with nstep
* @param vstart start values of dependent variables
* @param t1     initial value of independent variable
* @param t2     final value of independent variable
* @param nstep the number of steps between t1 and t2
* @param eq class contains differential equations
* @return       sequence of values of dependent variables
*/
public static double[][] rkdumb(

double vstart[], double t1, double t2, int nstep, 
DifferentialEquation eq) 

t1からt2までnstep刻みで独立変数を進める
入力：�⃗�𝑦 𝑡𝑡1 , 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2,𝑛𝑛step,𝑓𝑓 𝑡𝑡, �⃗�𝑦
出力：𝑦𝑦 𝑖𝑖 𝑗𝑗 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 𝑡𝑡𝑗𝑗 ; 𝑡𝑡𝑗𝑗 = 𝑗𝑗 × Δ𝑡𝑡 + 𝑡𝑡1,Δ𝑡𝑡 = (𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1)/𝑛𝑛step

戻り値の最初のインデクスは変数インデ
クス、二番目は独立変数のステップ

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
メソッドrkdumb()は、t_1からt_2へn_{step}で進めます。元り値が二次元の配列であることに注意が必要です。



例：バネの振動

Hooke の法則
力は変位に比例する
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調和振動子
Harmonic Oscillator

𝑚𝑚
d2𝑥𝑥
d𝑡𝑡2

= −𝑘𝑘𝑥𝑥

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
具体例として、振動を扱いましょう。バネを天井からつるし、錘を付けましょう。静止した位置から、ずらと、そのズレに比例した力が発生します。これをHookeの法則といいます。ズレが小さいとき、高い精度で現象を説明することができます。鉛直下向きを正にとりましょう。静止位置からのズレをxとしましょう。このとき、ズレの方向と反対向きに力が発生します。反対ですから、マイナスがついて-kxという力が発生します。これが加速を生みます。これを調和振動子と言います。



一般解

一般解は、二つの解の重ね合わせ

別の表現
𝑥𝑥 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝛿𝛿)
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d2𝑥𝑥
d𝑡𝑡2

= −𝜔𝜔2𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝐶𝐵𝐵𝜔𝜔𝑡𝑡

𝜔𝜔2 =
𝑘𝑘
𝑚𝑚

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
先ほどの方程式を書き換えて、左辺のxの二階微分だけにしましょう。右辺に現れるωを角速度と言います。この微分方程式は、二つの定数AとBを使って、余弦関数と正弦関数の和として表すことができます。この解は、ωt+δという位相の余弦関数としてまとめた形にすることも可能です。



三角関数と指数関数

Eulerの公式
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃 + 𝑖𝑖𝐶𝐵𝐵 𝜃𝜃

𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃 =
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2

𝐶𝐵𝐵 𝜃𝜃 =
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑖𝑖
二階微分

d2

d𝑡𝑡2
𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝜔𝜔2𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
正弦関数と余弦関数は、指数関数と関係付けることができます。これをEulerの公式といいます。指数関数は、微分しても形が変わらないという大きな特徴があります。Eulerの公式に出てくるexp(±iωt)という関数を二階微分すると-ω^2exp(±iωt)となります。つまり、調和振動子の微分方程式の解そのものです。



指数関数を用いた解

一般解：𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑏𝑏𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜔𝜔2 =
𝑘𝑘/𝑚𝑚

例えば、以下のような初期値の場合
𝑥𝑥 0 = 0, 𝑣𝑣 0 = 𝑣𝑣0

一般解から:𝑥𝑥 0 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 0, 𝑣𝑣 0 =
𝑖𝑖𝜔𝜔 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = 𝑣𝑣0

𝑎𝑎 = −𝑏𝑏 = −𝑖𝑖
𝑣𝑣0
2𝜔𝜔
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𝑥𝑥 𝑡𝑡 = −𝑖𝑖
𝑣𝑣0
2𝜔𝜔

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑣𝑣0
𝜔𝜔
𝐶𝐵𝐵𝜔𝜔𝑡𝑡

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
exp(±iωt)という二つの関数の線形和ととったものが調和振動子の微分方程式の解となります。exp(±iωt)は複素数ですが、初期値を与えて、積分定数を定めると、実数の解となります。



二階微分方程式の一階連立微分
方程式への変換
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d2𝑥𝑥
d𝑡𝑡2

= 𝐹𝐹 𝑡𝑡, 𝑥𝑥,
d𝑥𝑥
d𝑡𝑡

d𝑣𝑣
d𝑡𝑡

= 𝐹𝐹 𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑣𝑣
d𝑥𝑥
d𝑡𝑡

= 𝑣𝑣

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
Euler法もRunge-Kutta法も、一階連立微分方程式の数値解法です。一方で、運動方程式は力学変数の二階微分で表現されます。そこで、力学変数の変化率を新たな変数として導入し、二つの一階連立微分方程式として書き直します。



例：二階微分方程式から一階微
分方程式へ：振動子
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d2𝑥𝑥
d𝑡𝑡2

= −
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑥𝑥

d𝑣𝑣
d𝑡𝑡

= −
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑥𝑥

d𝑥𝑥
d𝑡𝑡

= 𝑣𝑣

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
調和振動子の場合には、変位xに対して、その速度vを用いて、二つの連立微分方程式とします。
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厳密解が得られる場合には必ず比較すること

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
実際の数値計算の結果を示します。曲線で表示しているのは、厳密解です。厳密解が得られる場合には、それとともに描くことで、シミュレーションが正しいことを示すことができます。



例：減衰振動

摩擦がある場合

エネルギーは保存しない
摩擦で散逸する

解の形を仮定(𝛼𝛼 > 0)
𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶 𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝐶𝐵𝐵𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑖𝑖
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𝑚𝑚
d2𝑥𝑥
d𝑡𝑡2

= −𝑘𝑘𝑥𝑥 − 𝛾𝛾
d𝑥𝑥
d𝑡𝑡

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
実際のバネの振動は、やがて振幅が減衰していきます。バネの内部の熱になってエネルギーを失うことや、錘などと空気との摩擦が原因です。そこで、速度に比例した摩擦があるとしてモデル化をしましょう。運動方程式に速度に比例して、速度と逆向きの力を加えておきます。この運動方程式は厳密に解くことができます。解をシートの下に示した形に仮定しましょう。
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𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝐶𝐵𝐵𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑖𝑖

d𝑥𝑥
d𝑖𝑖

= −𝜔𝜔 𝐴𝐴𝐶𝐵𝐵𝜔𝜔𝑡𝑡 − 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑖𝑖 − 𝛼𝛼𝑥𝑥

d2𝑥𝑥
d𝑖𝑖2

= −𝜔𝜔2 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝐶𝐵𝐵𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑖𝑖 +

𝛼𝛼𝜔𝜔 𝐴𝐴𝐶𝐵𝐵𝜔𝜔𝑡𝑡 − 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑖𝑖 − 𝛼𝛼 d𝑥𝑥
d𝑖𝑖

= −𝜔𝜔2𝑥𝑥 +𝛼𝛼𝜔𝜔 𝐴𝐴𝐶𝐵𝐵𝜔𝜔𝑡𝑡 − 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑖𝑖 − 𝛼𝛼 d𝑥𝑥
d𝑖𝑖

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
仮定した形を一階階微分、二階微分します。
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𝜔𝜔 𝐴𝐴𝐶𝐵𝐵𝜔𝜔𝑡𝑡 − 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔𝑡𝑡 = −
d𝑥𝑥
d𝑡𝑡

− 𝛼𝛼𝑥𝑥

d2𝑥𝑥
d𝑖𝑖2

= −𝜔𝜔2𝑥𝑥 +𝛼𝛼𝜔𝜔 𝐴𝐴𝐶𝐵𝐵𝜔𝜔𝑡𝑡 − 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑖𝑖 − 𝛼𝛼 d𝑥𝑥
d𝑖𝑖

= −𝜔𝜔2𝑥𝑥 − 𝛼𝛼2𝑥𝑥 − 2𝛼𝛼
d𝑥𝑥
d𝑡𝑡

= − 𝛼𝛼2 + 𝜔𝜔2 𝑥𝑥 − 2𝛼𝛼
d𝑥𝑥
d𝑡𝑡

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二階微分の式で、一階微分に現れた赤枠の部分を置き換えます。すると、xの二階微分は、xに比例する項とxの一階微分に比例する項で表すことができました。元の微分方程式と同じ形です。



運動方程式と見比べて

16

𝑚𝑚 𝛼𝛼2 + 𝜔𝜔2 = 𝑘𝑘
2𝛼𝛼𝑚𝑚 = 𝛾𝛾

𝛼𝛼 =
𝛾𝛾
2𝑚𝑚

𝜔𝜔2 =
1
𝑚𝑚

𝑘𝑘 −
𝛾𝛾2

4𝑚𝑚

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
運動方程式と見比べると、仮定した解にあった二つの定数αとωを運動方程式にあった三つの定数m、k、そしてγを結び付けることができます。これを解くと、αとωを得ることができます。



境界条件：𝑥𝑥 0 = 0及び𝑣𝑣 0 = 1
𝑥𝑥 0 = 0 ⇒ 𝐴𝐴 = 0
𝑣𝑣 0 = 1 ⇒ −𝛼𝛼𝐴𝐴 + 𝜔𝜔𝐵𝐵 = 1 ⇒ 𝐵𝐵 = 𝜔𝜔−1
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𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝜔𝜔−1𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑖𝑖 𝐶𝐵𝐵𝜔𝜔𝑡𝑡

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
実際に初期条件を与えたその解を数値的に得た結果です。緑色の曲線は、振幅が指数関数的に減衰している様子を表しています。
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