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モデリングとシミュレーション
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
シミュレーションでは、不確実な要素を取り入れる際などに、乱数というでたらめな数値の列を使うことがあります。今日は、乱数とその基本性質について説明します。



乱数(Random Numbers)

でたらめに生成される数の列
例：サイコロの目の列

出る順番がでたらめ
次が予測できない

出る頻度がほぼ均等
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
乱数とは、でたらめに生成される数の列のことを言います。身近なものでは、サイコロの目の列があります。サイコロをふると1から6までの整数をでたらめな順序で得ることができます。でたらめな順序とは、ある目が出たとき、次の目を予測できないということです。さらに、サイコロの場合、各目の出る頻度もほぼ均等です。



乱数とシミュレーション
確率過程
ある確率𝑝𝑝で事象𝐸𝐸が起こる

次の動作が決定的でない
動作が決定的でない場合

対象の外からの予測不能な影響
内部に不確かな要素

構成要素の予測不能な挙動
本質的に確率的現象

熱
量子力学
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
乱数を使うシミュレーションを考えましょう。例えば、ある信号での渋滞をシミュレートすることを考えましょう。その道路にどのように車両が入ってくるかを厳密に決めておくのはおかしいですね。そこで、ある時間間隔で平均の流入量だけを定めて、各車両が流入する時間間隔をでたらめにすることを考えましょう。つまり、シミュレーションの各時間ステップで、ある確率で新たな車両が流入すると考えるのです。このように、シミュレーションを行う系に対して、そとから何かが入ってくる場合や、内部の要素にも動きに不確かな面がある場合に、乱数を使うことになります。もちろん、熱現象や量子力学的現象のように、本質的に確率的な現象もあります。



確率の意味
ある確率𝑝𝑝で事象𝐸𝐸が起こる

試行を十分大きな回数𝑁𝑁回行う
事象𝐸𝐸が起こった回数𝑁𝑁𝐸𝐸

𝑁𝑁𝐸𝐸
𝑁𝑁

∼ 𝑝𝑝

例：さいころの1の目が出る確率1/6
十分大きな回数𝑁𝑁回、さいころを投げる
1の目がでる回数は、𝑁𝑁/6に近づく

「近づく」の意味
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大数の法則

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ここで、確率の意味を確認しておきましょう。ある確率pで事象Eが起こるということの意味を確認しましょう。試行を十分に大きな回数𝑁行ったとしましょう。サイコロの場合には、サイコロをN回投げたとしましょう。事象𝐸、例えば1の目が出ることに注目し、その事象の起こった回数をN_Eとしたとき、N_EをNで除した値がpに近づくことが、確率pの意味です。サイコロの1の目がでる確率が1/6と言っているのは、1回サイコロを投げると1/6だけ1の目がでるということでも、6回なげると必ず1の目が1回でるということでもありません。「十分な回数の試行」で初めて意味があります。これを「大数の法則」と言います。「近づく」の意味については、あとでもう少し詳しく説明します。



乱数とシミュレーション
Monte Carlo 法

乱数を積極的に活用して、近似を行う
積分値の近似

ある曲線で囲まれた領域に二次元の乱数
が入る確率
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
乱数を使うシミュレーションは、Monte Carlo法と呼ぶことがあります。カジノで有名なヨーロッパの都市の名前が付いています。Monte Carlo法は、狭い意味では、乱数を使って積分を近似する方法です。図を見てください。積分とは関数とx軸に囲まれた部分の面積です。(0,0) と(3,1.2)で囲まれた矩形の中に多数の点を一様のばらまきましょう。関数とx軸に囲まれた部分の面積を矩形の面積で除した値が、関数とx軸に囲まれた部分に入る点の割合になりますね。こうして、積分の値を近似することができます。



疑似乱数 (Pseudo Random 
Numbers)

本物の乱数
さいころ
熱雑音
放射性原子の崩壊

疑似乱数
コンピュータで生成
アルゴリズムがあるので「偽物」
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
自然の中には本当の乱数があります。しかし、コンピュータシミュレーションでは、多数の乱数を安価に使う必要があります。そこで、多くのプログラミング言語には、乱数を生成する機能があります。これは、乱数生成のアルゴリズムを使っていますから、偽物です。そのため、疑似(pseudo)という名前が付いています。



乱数の分布を調べる
ヒストグラム (histogram)

ある事象が何回起こったか、その頻度
あるいは相対頻度

0から𝑁𝑁 − 1までの乱数
𝑁𝑁 = 231 ≅ 2 × 109の場合
それぞれの整数は何回発生する？
そこから何が分かる？
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
それでは、乱数の生成として、分布をしらべることにしましょう。ヒストグラムとは、ある事象が何回起こったかという頻度、あるいは相対頻度を図にしたものです。ヒストグラムを作成する上で気をつけなければならないことがあります。それは、頻度の大きさです。例えば、0からN-1までの整数乱数の分布を調べることを考えましょう。例えば、N=2^{31}とすると、約9億種類の整数です。そこで、例えば1万個の乱数を生成したとしましょう。出てきた整数はどれも異なることでしょう。分布になりませんね。「頻度」というならば、十分に大きくないといけません。



binを使う

[0,1)の範囲の乱数
各値の発生回数を数えるのは無意味
区間[0,1)を𝑀𝑀個に区切る。

各区間をbinと呼ぶ

各binに何個入ったかの頻度または相対頻
度を求める

binに入る標本数が大きくないと無意味
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bin

bin: 
a container that you put waste in
a large container, usually with a 
lid, for storing things in

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
そこで、ヒストグラムを作る際には、binというものを考えます。今度は、[0,1) 、つまりゼロ以上イチ未満の乱数を考えましょう。先ほどの整数と同様に、出てきた数値そのものを見ても頻度として有効な値を得ることはできません。そこで、区間をM個に分割し、それぞれをbinと呼ぶことにします。bitは、もともとはゴミ箱 (waste bin) のことです。Mがあまり大きくなければ、各binに、多数の標本が入ることでしょう。そうすれば、頻度や相対頻度に意味が出てきます。



𝑟𝑟はどの区間に入っている？
区間幅を𝑤𝑤とすると

𝑘𝑘 = 𝑟𝑟/𝑤𝑤
𝑤𝑤 = 1/𝑀𝑀
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10M =

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
では、区間[0,1)を10個に区切った場合を考えましょう。そう、0.1刻みです。ある値r=0.45は、どの区間に入っていますか？区間[0.4,0.5) ですね。一番左を0番とすると4番の区間に入っています。rを0.1で除した値の整数部分が4です。区間の数が10でない場合にも拡張できます。



課題：一般化
区間[𝑎𝑎, 𝑏𝑏)を𝑀𝑀個に分割した場合

ある数𝑟𝑟が入る区間を判定する方法は？

その方法で、[−0.1,0.9)を5個に等分した
区間に対して、{−0.02,0.04,0.22,0.57}はそ
れぞれどの区間に入ると判定されるか？
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
さらに、一般化しましょう。後で、「確認テスト」として答えてください。



理想的一様乱数

[0,1)の区間に一様乱数が発生したと
する

乱数の総数は𝑁𝑁、区間数は𝑀𝑀とする
ある区間に

一つの乱数が入る確率 𝑝𝑝 = 1/𝑀𝑀
𝑁𝑁個の乱数のうち、区間に𝑘𝑘個が入る確率

𝑝𝑝 𝑘𝑘 = 𝑁𝑁
𝑘𝑘 𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑁𝑁−𝑘𝑘
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二項係数がでてくる理由は？

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
では、各binには、どれだけの乱数が入るのでしょうか。そのために、理想的な一様乱数を考えましょう。乱数の総数をNとし、binの数をMとします。当然、NはMに比べて十分に大きいとします。あるbinに注目します。そのbinに乱数が入る確率はp=1/Mです。このbinに、N個の乱数のうちk個が入る確率が入る確率は、二項分布で表すことができます。なぜ、二項係数が出てくるかわかりますか？N個のうちのどれが入るかの場合の数ですね。



平均と分散を求めるには12
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もっと効率よく計算したい

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
分布がわかりましたから、平均と分散を求めましょう。二項係数が入った和ですから、ちょっと面倒ですが、良く見てください。平均がNpとなっているのは、予想通りです。分散がNp(1-p)です。つまり、標準偏差はNの平方根で大きくなります。この意味について、後で説明します。しかし、この計算は面倒です。もっと、スマートに計算する方法があります。紹介しましょう。



確率母関数
Probability generating function
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母関数の具体的形が分
かると、平均や二乗平
均が容易に求められる

和の範囲に注意

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
確率母関数という、確率から作る関数を考えます。英語を見るとgenerating function、つまり確率に関わる量を作り出す関数です。今扱っている確率は確率変数が0からNまで変化します。そこで、確率にzのべきを乗じて、和をとります。zの関数G(z)を確率母関数と言います。G(1) が確率の規格化を表しています。zで一階微分してz=1としたものが平均、二階微分してz=1としたものが二乗平均から平均を引いたものになります。これだけでは、形式的なもので、何がうれしいかわかりませんね。しかし、母関数の具体的な式の形が分かると、このありがたさが分かります。



二項分布に対する確率母関数14
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
先ほどの二項分布の場合、確率母関数を具体的に求めることができます。二項係数は、a+bのn乗をaのべきで展開したときの係数でした。これを使うと、二項係数の確率母関数を具体的に求めることができます。具体的に表式が分かったので、具体的に一階微分と二階微分を計算します。



二項分布に対する平均と標準偏
差
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重要：𝜎𝜎/ 𝑘𝑘 ∝ 𝑁𝑁−1/2

重要：𝜎𝜎2 ∝ 𝑁𝑁

重要： 𝑘𝑘 ∝ 𝑁𝑁

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
一階微分と二階微分にz=1を代入すれば、平均と分散が求まります。ここで、重要なことを確認しましょう。まず、平均が標本数に比例すること。これは、直感的にすぐわかりますね。分散が標本数に比例していますから、平均値の周りのばらつきは標本数の平方根で大きくなります。すこしも「近づいて」いきませんね。しかし、平均値の周りのばらつきとともに平均も大きくなるので、標準偏差を平均で割ってみましょう。つまり、平均値の大きさに対して相対的なばらつきを見てみると標本数の平方根の逆数、つまり標本数が大きくなれば、相対的なばらつきは小さくなるのです。



連続的な確率変数と確率分布

確率変数が実数の場合
実数は連続であることに注意
「ある値になる確率」はあり得ない

確率変数𝑋𝑋 ∈ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 に対する確率分布
a ≤ 𝑋𝑋 < 𝑥𝑥という「範囲」に対して確率を
定義

𝐹𝐹 𝑥𝑥 = 𝑃𝑃 𝑎𝑎 ≤ 𝑋𝑋 < 𝑥𝑥
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
区間[0.1)の乱数を考えてきましたが、これは確率変数が実数、つまり連続な場合に相当します。もちろん、コンピュータで連続な値を生成できませんが、それを模倣していることには間違いありません。連続的な確率変数に対して、「ある値になる確率」を考えることはできません。そこで、範囲に対して確率を定義します。確率変数の範囲をa以上b未満とします。区間[a,x) に入る確率を確率分布と呼びます。



確率密度

微小区間 𝑋𝑋 ∈ [𝑥𝑥, 𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥) に入る確率

𝑓𝑓 𝑥𝑥 Δx =
d

d𝑥𝑥
𝐹𝐹 𝑥𝑥 Δx

𝐹𝐹 𝑥𝑥 = �
𝑎𝑎

𝑥𝑥
𝑓𝑓 𝑦𝑦 d𝑦𝑦

𝑓𝑓 𝑥𝑥 を確率密度と呼ぶ
確率そのものでないことに注意
区間幅を乗じて確率になる
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©只木進一（佐賀大学）

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
微小区間に入る確率は、区間の長さに比例し、その係数を確率密度と呼びます。確率密度そのものは、確率ではなく、区間幅を乗じてはじめて確率となります。



相対頻度と確率密度

区間[𝑎𝑎, 𝑏𝑏)に𝑁𝑁個の乱数、𝑀𝑀個のbinに分
割

各区間の頻度𝐹𝐹𝑖𝑖、相対頻度𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝐹𝐹𝑖𝑖
𝑁𝑁

相対頻度は確率分布として理解できる？
離散的確率と考えると、規格化は

�
𝑖𝑖=0

𝑀𝑀−1

𝑓𝑓𝑖𝑖 =
1
𝑁𝑁 �

𝑖𝑖=0

𝑀𝑀−1

𝐹𝐹𝑖𝑖 = 1
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
それでは、確率密度と相対頻度の関係を確認しましょう。区間[a,b)にN個の乱数を生成し、M個のbinに分割して、頻度を調べたとしましょう。区間iの頻度をF_iとします。その区間に入った割合、つまり相対頻度は、全乱数の個数で除してf_i=F_i/Nとなります。相対頻度f_iの和は1になります。この意味で、相対頻度f_iは規格化されています。



 連続的確率密度と考えると

�
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑝𝑝 𝑥𝑥 d𝑥𝑥 = 1

 積分は面積→小さな台形の和
 対応する和は、binの幅𝑤𝑤 = (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)/𝑀𝑀として

�
𝑖𝑖=0

𝑀𝑀−1

𝑤𝑤
𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑤𝑤 = 1

𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑤𝑤 → 𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑎𝑎 + 𝑖𝑖 +

1
2 𝑤𝑤
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
一方、連続的な確率変数と考えると、確率密度は規格化されていなければなりません。規格化は積分ですが、積分とは確率密度関数と横軸との間の面積です。面積とは小さな区間を底辺とし確率密度を高さとした台形の和です。相対頻度の和は1でした。相対頻度にbinの幅を乗じて1にするためには、binの幅で除しておく必要があります。つまり、相対頻度をbinの幅で除した値が確率密度に相当します。


	乱数とヒストグラム�モデリングとシミュレーション
	乱数(Random Numbers)
	乱数とシミュレーション�確率過程
	確率の意味�ある確率𝑝で事象𝐸が起こる
	乱数とシミュレーション�Monte Carlo 法
	疑似乱数 (Pseudo Random Numbers)
	乱数の分布を調べる�ヒストグラム (histogram)
	binを使う
	スライド番号 9
	スライド番号 10
	理想的一様乱数
	平均と分散を求めるには
	確率母関数�Probability generating function
	二項分布に対する確率母関数
	二項分布に対する平均と標準偏差
	連続的な確率変数と確率分布
	確率密度
	相対頻度と確率密度
	スライド番号 19

