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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
乱数を使ったシミュレーションを行う際に、いつも一様乱数を使うとは限りません。例えば、正規分布に従う乱数が必要な場合などがあるでしょう。今日は、分布を指定した乱数の作り方を説明します。



一様乱数から指定された分布に
従う乱数へ
シミュレーションにおいて、乱数の分
布が指定される場合がある
指数分布に従う乱数

でたらめなに起こる事象の時間間隔
正規分布に従う乱数

ある平均値のまわりのでたらめな揺らぎ

変換法
棄却法
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
シミュレーションは、対象となる現象を模する行動です。そのため、対象となる現象が含む確率現象を取り込む必要があります。例えば、一定の確率ででたらめに起こる事象の時間間隔、例えば放射性元素が崩壊し、ガイガーカウンターが反応する時間間隔は指数分布になります。また、でたらめな動きの集積として現れるのが正規分布で、様々な現象で平均からのずれとして出てきます。こうした、一様でない分布に対する乱数を、一様乱数から発生させる方法として、変換法と棄却法があります。



確率分布と確率密度

確率変数𝑋𝑋 ∈ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 に対する確率分布
a ≤ 𝑋𝑋 < 𝑥𝑥という「範囲」に対して確率を
定義

𝐹𝐹 𝑥𝑥 = 𝑃𝑃 𝑎𝑎 ≤ 𝑋𝑋 < 𝑥𝑥
微小区間Δ𝑥𝑥に入る確率：𝑓𝑓 𝑥𝑥 Δx

𝑓𝑓 𝑥𝑥 Δx =
d

d𝑥𝑥
𝐹𝐹 𝑥𝑥 Δx

𝐹𝐹 𝑥𝑥 = �
𝑎𝑎

𝑥𝑥
𝑓𝑓 𝑦𝑦 d𝑦𝑦

3

©只木進一（佐賀大学）

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
始めに、連続的な確率変数に対する確率分布と確率密度を確認しておきましょう。ある半開区間で確率変数が定義されている場合を考えます。確率変数が、左の端からある値までの範囲に入る確率を「確率分布」と呼びます。ここで考えている確率変数は連続ですから、特定の値をとる「確率」というのは、意味をなしません。そこで、微小な区間に入る確率を定義します。この確率の区間の幅に対する係数が確率密度です。確率密度は、確率分布の微分で定義できます。
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𝑥𝑥 𝑥𝑥 + Δ𝑥𝑥

𝐹𝐹(𝑥𝑥)

𝑓𝑓 𝑥𝑥 Δx

𝐹𝐹(𝑥𝑥)
𝐹𝐹(𝑥𝑥 + Δ𝑥𝑥)

𝐹𝐹 𝑥𝑥 + Δ𝑥𝑥 − 𝐹𝐹(𝑥𝑥)
Δ𝑥𝑥

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
この図は、確率分布と確率密度の関係を示したものです。縦軸は、0から1まで変化します。区間幅Δxに相当する確率分布の差の部分に乱数が入れば、対応するxを求めることができるでしょう。



変換法
Transformation method

𝑟𝑟 ∈ [0,1)の一様乱数を生成
𝑥𝑥へ変換：𝑥𝑥 = 𝐹𝐹−(𝑟𝑟)

[𝑥𝑥, 𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥)に入る確率
[𝐹𝐹 𝑥𝑥 ,𝐹𝐹 𝑥𝑥 + Δ𝑥𝑥 )の長さ
𝐹𝐹 𝑥𝑥 + Δ𝑥𝑥 − 𝐹𝐹 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥 Δ𝑥𝑥 + 𝑂𝑂(Δ𝑥𝑥2)
つまり、𝑓𝑓(𝑥𝑥)に従う乱数

5

©只木進一（佐賀大学）

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
それでは棄却法について説明します。確率密度が与えられているとしましょう。0以上1未満の乱数rを生成しましょう。確率分布の値は、0から1であることを思い出しましょう。このrからxへは、確率分布の逆関数を使って変換することができます。このxが確率変数の指定した区間に入る確率は、対応する確率分布の値の差です。この値は、確率密度と区間幅の積です。つまり、一様乱数を使って、確率分布の逆関数で求めた値は、指定した確率密度に従います。



例：指数分布6
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𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝐴𝐴𝑒𝑒−𝑥𝑥 , 0 ≤ 𝑥𝑥 < 1,𝐴𝐴 =
𝑒𝑒

𝑒𝑒 − 1

𝐹𝐹 𝑥𝑥 = �
0

𝑥𝑥
𝑓𝑓 𝑦𝑦 d𝑦𝑦 = 𝐴𝐴 1 − 𝑒𝑒−𝑥𝑥

𝐹𝐹−1 𝑟𝑟 = −ln 1 − 𝑟𝑟/𝐴𝐴

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を示します。0以上1未満の半開区間を定義域とする指数分布を考えます。確率密度がfです。確率は規格化、つまり総和が1でなければなりません。ここから、係数Aを求めることができます。確率分布も指数関数であり、逆関数を容易に求めることができます。
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
先ほどの棄却法で、指数分布に従う乱数を生成した例です。曲線が確率密度関数です。よく合っています。



変換法の困難さ

変換法が使えるためには
確率分布𝐹𝐹(𝑥𝑥)の表式を得られる

確率密度の不定積分の表式が得られる

確率分布の逆関数𝐹𝐹−1(𝑥𝑥)の表式を得られ
る

これらは、かなり特殊な場合
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
変換法は、大変簡単な方法なのですが、重大な欠点があります。確率密度が与えられたときに、変換法が使えるためには、確率密度の不定積分である確率分布の表式を得ることができることと、その逆関数の表式を得ることができることが必要です。積分の授業で扱う被積分関数は、積分できる例を扱っています。しかし、それはかなり特殊な場合です。不定積分が得られて、その逆関数が得られるというのは、非常に厳しい制限になります。



正規分布：特殊な例

不定積分は誤差関数と呼ばれ、表式は
知られていない
数表があるのみ
単純な変換法は使えない

標準的な確率分布
よく使われる
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𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2

exp −
𝑥𝑥2

2𝜎𝜎2
,−∞ < 𝑥𝑥 < ∞

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例えば、正規分布を考えましょう。ある分布に従う確率変数の和の分布は、元の分布に依らずに正規分布になります。これを中心極限定理と言います。そのため、正規分布は様々な現象に現れ、シミュレーションでは必要な乱数分布です。しかし、正規分布は、ガウス関数という、指数関数に変数の2乗が入った形をしており、その不定積分は誤差関数という名前こそ付いていますが、表式は知られていません。つまり、変換法では、正規分布に従う乱数を生成できないように思えます。



二次元正規分布を考える
𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 d𝑥𝑥d𝑦𝑦 =

1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2

exp −
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

2𝜎𝜎2
d𝑥𝑥d𝑦𝑦

極座標へ変換

�𝑥𝑥 = 𝑟𝑟cos𝜃𝜃
𝑦𝑦 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜃𝜃

𝑓𝑓 𝑟𝑟 𝑟𝑟d𝑟𝑟d𝜃𝜃 =
𝑟𝑟

2𝜋𝜋𝜎𝜎2
exp −

𝑟𝑟2

2𝜎𝜎2
d𝑟𝑟d𝜃𝜃
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ところが、ちょっと見方を変えると、変換法が使えることが分かります。二つの確率変数xとyが、独立に平均が0、標準偏差σの正規分布をしているとしましょう。それを2次元の空間の点とすると、二次元正規分布となります。この二次元の点を極座標にして、動径rと角度θで表します。変数を変えたので、ヤコビ行列式を計算して、変数を替えます。



注：Jacobian
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ヤコビ行列式の説明は省略します。



 𝜃𝜃方向には一様であること
 𝜃𝜃方向に積分

𝑓𝑓 𝑟𝑟 𝑟𝑟d𝑟𝑟 =
𝑟𝑟
𝜎𝜎2

exp −
𝑟𝑟2

2𝜎𝜎2
d𝑟𝑟

 動径方向の確率分布は積分可能

𝜌𝜌 = �
0

𝑟𝑟
𝑓𝑓 𝑟𝑟′ 𝑟𝑟′d𝑟𝑟𝑟

= �
0

𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟
𝜎𝜎2 exp −

𝑟𝑟𝑟2

2𝜎𝜎2 d𝑟𝑟′ = 1 − exp −
𝑟𝑟2

2𝜎𝜎2

𝑟𝑟 = −2𝜎𝜎2 ln 1 − 𝜌𝜌
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
被積分関数は、角度θを含みません。そこで、θ方向に積分すると、単に2πが出てきます。動径方向の積分は、定積分を求めることができます。



二つの乱数 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 , 0 ≤ 𝑢𝑢, 𝑣𝑣, < 1
𝑟𝑟 = −2𝜎𝜎2 ln 1 − 𝑢𝑢 ,𝜃𝜃 = 2𝜋𝜋𝑣𝑣

𝑥𝑥 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜃𝜃
𝑦𝑦 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜃𝜃
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
つまり、二つの一様乱数uとvを使って、二つの正規分布に従う乱数xとyを作ることができます。
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
実際に、生成した結果です。平均0、標準偏差1の標準正規分布です。



棄却法 (rejection method)

変換法で生成できない確率分布に対応
効率は悪いが、応用範囲が広い
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
変換法が使えないときに、使うのが棄却法です。効率は悪いですが、応用範囲が広い方法です。



1. 𝑓𝑓 𝑧𝑧
1. 定義域：𝑧𝑧 ∈ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 、値域：0 ≤ 𝑓𝑓 𝑧𝑧 < 𝑚𝑚

2. 乱数生成 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 0,1 2

3. 𝑧𝑧 = 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎
4. 𝑦𝑦 < 𝑓𝑓(𝑧𝑧)/𝑚𝑚ならば𝑧𝑧を採用
5. それ以外ならば棄却
6. 次の乱数を生成：2へ戻る
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
確率分布をf、その定義域をaからb、そして、fの最大値をmとします。始めに、一様乱数を二つ作ります。一つの一様乱数から、定義域内の一点zを作ります。f(z)/mがyよりも小さいならば、そのzを採用します。大きいならば、再び二つの一様乱数を生成します。簡単な手順です。
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a b

m

採用 棄却

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
なぜ、これで成り立つかを考えましょう。図の二次元平面に、一様に点をばらまいたとしましょう。曲線の下に入る確率は、曲線と横軸の間の面積に比例しますね。これが、棄却法が使える理由です。



𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
3
4
−𝑥𝑥2 + 1
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
確率密度が簡単な2次関数の場合の例を示す。
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