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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
今回は、CAモデルの応用として、伝染病モデルを扱います。



伝染病は接触過程(contact 
processes)で広がる

病気の伝染の過程：接触過程
直接的接触
間接的接触：虫、咳、食器

病気に罹った個体に近づかないのが最
大の防御方法
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
今年度は、新型コロナウィルスの影響で、対面での授業ができないなど、大学にも大きな影響がありました。報道などで、伝染病の数理モデルについての話題も取り上げられました。伝染病は、細菌やウィルスが病気にかかる個体に入ることで広がります。特にウィルスは、宿主の細胞に侵入することでしか、生きていくことができません。そのため、宿主同士の接触でしか感染を広げることができません。接触には、直接的接触だけでなく、新型コロナウィルスのように咳などを媒介する場合や、虫や食器などを媒介する場合があります。いずれの場合にも、病気にかかった個体に近づかないことが最大の防御策です。そのため、新型コロナウィルスでも、感染者を特定して、隔離する方策を講じています。



伝染病は接触過程(contact 
processes)で広がる
個体の空間分布が病気の拡がりに影響

病気の「感染力」だけが重要ではない
病気をうつす先がなければ、拡がらない

過去の伝染病の大流行
大都市での流行：14世紀のペスト
人の移動での拡大：20世紀のスペイン風
邪
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
伝染病が接触を通じて広がるとすると、個体の繋がりが感染の拡がりに大きな影響を与えます。病気の固有の感染力だけでなく、病気をうつす先となる個体の数が重要になります。そこで、新型コロナウィルスに限らず、三つの密を避けることが、感染拡大を抑止する重要な要素になります。実際、過去の伝染病の大流行でも、三つの密が鍵になりました。14世紀に欧州の人口を激減させたペスト（これはウィルスではなく、ペスト菌です）は、大都市で流行し、大都市の下水の整備に繋がりました。第1次世界大戦中に大流行となったスペイン風邪は、兵士たちが欧州全体を移動することで、流行が拡大しました。



Kermack-McKendrickモデル

健康な個体数の割合𝑆𝑆、病気の個体数
の割合𝐼𝐼及び治癒して免疫を持つ個体
数の割合𝑅𝑅

d𝑆𝑆
d𝑡𝑡

= −𝛽𝛽𝑆𝑆𝐼𝐼
d𝐼𝐼
d𝑡𝑡

= 𝛽𝛽𝑆𝑆𝐼𝐼 − 𝛾𝛾𝐼𝐼
d𝑅𝑅
d𝑡𝑡

= 𝛾𝛾𝐼𝐼
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W. D. Kermack and A. G. McKendrick, Proc. R. Soc. A115 (1927) 700.

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
伝染病の数理モデルとして基本となるのが、KermackとMcKendrickのモデルです。非常に古くからあるモデルです。病気の個体と健康な個体の個体数の割合の積で、病気が広がります。病気の個体は、一定の割合で治癒していきます。非線形ですが、簡単な一階連立微分方程式ですから、βとγという二つのパラメタを適当に与えて、初期値を与えれば、数値積分することができます。このモデルでは、健康な個体や病気の個体の割合は入っていますが、空間的な分布は入っていません。空間的に不均一に個体が居る場合はどうしたらよいでしょうか。



セルオートマトンによるモデル
化
どうやって空間依存をモデルに取り入
れるか？

空間をセルに分割する
今回は2次元のマス目に分割

一つのセルには一つの個体しか入るこ
とはできない
個体の居ないセルもある

隣接した個体間で病気が伝播
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
個体の空間的な分布を取り入れる方法の一つとして、セルオートマトンを使う方法を紹介しましょう。始めに、2次元のマス目を用意します。一つのセルには、一つの個体しか入ることはできないことにしましょう。個体の居ない、空のセルがあってもよいことにします。隣接したセルにいる個体間でのみ、病気が伝播するとします。



個体の状態は3種類
S：Susceptible：病気に罹る可能性あり
I：Infected：病気に罹っている、他の個
体にうつす可能性あり

R：Recovered：病気が治り免疫がある
総個体数は一定

セルの総数より少ない
𝑁𝑁 𝑡𝑡 = 𝑆𝑆 𝑡𝑡 + 𝐼𝐼 𝑡𝑡 + 𝑅𝑅 𝑡𝑡 = const.
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
個体の状態は、3種類です。健康で病気にかかる可能性のある状態、病気にかかり他の個体に病気をうつす可能性がある状態、そして病気が治り免疫を獲得した状態です。このモデルでは、免疫を獲得した個体は、二度と病気にかかりません。また、個体数の総数は一定とします。



病気が伝染する過程

状態Sの個体が居るセルに、状態Iの個
体が居るセルが一つでも隣接している
場合
状態Sの個体の状態が確率𝛽𝛽で状態Iに
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
病気をうつす過程です。ある時刻で、健康の個体の隣接セルに病気の個体が居るとします。このとき、健康な個体は次の時刻に確率βで病気にかかるとします。なお、「隣接セル」は、ここでは上下左右の４つのセルとします。斜め上などは含みません。



病気が治る過程

状態Iの個体は、隣接するセルの個体
の状態とは無関係に、確率 𝛾𝛾で治癒し、
状態Rに変化

状態Rの個体は、変化しない
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
病気の個体は、周囲の状況とは無関係で、次の時刻に確率γで治癒します。治癒した個体の状態は変化しません。



モデルが無視していること

潜伏期間
罹患してから、他にうつすようになるま
での時間

複数個体からの影響
個体の耐性のばらつき
空間配置が単純
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
このモデルは、現実の病気の伝染と比べて、いくつものことを無視しています。モデルというのは、現実からある部分を切り取ることで、問題を単純化し、取り入れた要素の効果をみるものです。何を知りたいのかに応じて、現実の要素を順次取り込んでいけば十分です。まず、このモデルでは病気にかかった後にある、潜伏期間というものがありません。病気にかかっても、症状がでる、あるいは他人に病気をうつす可能性ができるまで時間がかかる場合があります。その部分は、確率にある程度は含まれていますが、病気にかかった次の時間ステップで治ってしまう場合も入っています。周囲に病気の個体が複数いる場合の効果も考えていません。一つ一つの個体が持つ病気への耐性、つまり基礎的免疫力の差も無視しています。2次元のセルを採用すると、空間配置は非常に単純な場合しか扱えません。



2次元格子の周期境界条件
4 × 4の場合
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
1次元セルを扱った際に、端の影響を軽減するために、周期境界条件というのを導入しました。2次元の周期境界条件について、説明します。図は、4×４のセルです。色の濃い部分が本来のセルを示しています。全部で16個のセルがあるので、左上から、０から15までの番号を付けています。まず、横方向を見てください。0番の左に3番のセル、3番のセルの右に0番のセルがあります。2行目、3行目、4行目も同じになっていますね。次は、縦方向です。0番の上には12番、12番の下には0番のセルです。このように、上下左右方向に「筒」のようになっています。



2次元格子の周期境界条件11

(0,0) (3,0)(2,0)(1,0)

(0,1) (3,1)(2,1)(1,1)

(0,2) (3,2)(2,2)(1,2)

(0,3) (3,3)(2,3)(1,3)

インデクスと座標の関係

𝑟𝑟 = 4 × 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
もう少し、詳しくみましょう。今度は、横にx軸、縦下向きにy軸として、二次元の座標を考えます。すると、先ほどの0から15までのセルの番号と座標とを対応付けることができます。確認してください。



2次元格子の周期境界条件12

(0,0) (3,0)(2,0)(1,0)

(0,1) (3,1)(2,1)(1,1)

(0,2) (3,2)(2,2)(1,2)

(0,3) (3,3)(2,3)(1,3)

右隣
( 𝑥𝑥 + 1 %4, 𝑦𝑦)

左隣
( 𝑥𝑥 − 1 + 4 %4,𝑦𝑦)
上隣

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦 − 1 + 4 %4)
下隣

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦 + 1 %4)
(0,0)

(0,1)

(0,2)

(0,3)

(3,0)

(3,1)

(3,2)

(3,3)

(0,3) (1,3) (2,3) (3,3)

(0,0) (1,0) (2,0) (3,0)

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
右側に、左右の隣接セル、上下の隣接セルの座標を求める式を示しています。確認していきましょう。(0,1)の左のx座標は、0から1を引いて、4を足して、最後に4で除した余り、つまり3になっています。(3,2)の右についても確認しましょう。(1,3)の下のy座標は、3に1を足して、4で除した余り、つまり0になっています。(2,0)の上についても確認しましょう。端以外のセルについてはどうですか？(1,2)のセルの右は、x座標に1を加えるだけですね。左はどうでしょう。1を引いて4を加えたのちに、4で除した余りを求めると4を加えた効果は消えます。つまり、右上の式は、全てのセルに対して隣接セルを求める式になっています。



13

一旦増加している

時間

状
態
𝐼𝐼の
割
合

• System size: 128 × 128
• 𝑁𝑁 = 11468
• 𝐼𝐼0 = 1638
• 𝛽𝛽 = 0.1, 𝛾𝛾 = 0.1

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
128×128のセルの7割に個体が居る例を見ます。初期に、1割の個体が病気にかかったとします。その後、病気は広がり、病気の個体数は一旦増えます。しかし、やがて治癒して、病気の蔓延は終わります。
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時間

状
態
𝐼𝐼の
割
合

単調に減少

注意：システムが小さい
ため、最初に少しだけ上
がる場合もある。

• System size: 128 × 128
• 𝑁𝑁 = 11468
• 𝐼𝐼0 = 1638
• 𝛽𝛽 = 0.1, 𝛾𝛾 = 0.3

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
先ほどと比べると、治癒する確率γが大きい例です。新たに感染者が増えるよりも、治癒するほうが速いため、病気に感染した個体数は単調に減少します。



系の振る舞いに二つの可能性

病気が侵入する
状態Iの個体数が一旦増加する

病気は侵入できない
状態Iの個体数は単調に減少する

もっと理論的に理解するには？
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
今、見たように、系の振る舞いには、二つの可能性があることが分かります。一つは、病気が個体群に侵入し、病気の個体数が増加する場合です。最初の例に相当します。もう一つは、感染個体数は増加せず、単調に減少する場合です。どちらが起こるかを、理論的に予想する方法はないでしょうか。



平均場(mean field)

空間的に不均一なモデルを理論的に調
べることは難しい

位置の依存性をなくすために、
注目している場所の周囲を平均で置き換
える

位置に依存しないモデルができる
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
空間的に不均一なモデルを、そのまま理論的に調べることは、一般的に困難です。そこで、位置への依存性を無くし、平均で置き換えることで、場所という変数の無いモデルにすることができます。



平均場モデル中の変数

𝑆𝑆 𝑡𝑡 ：一つのサイトに状態Sの個体が
居る確率

𝐼𝐼 𝑡𝑡 ：一つのサイトに状態Iの個体が居
る確率

𝑅𝑅 𝑡𝑡 ：一つのサイトに状態Rの個体が
居る確率

𝑆𝑆 𝑡𝑡 + 𝐼𝐼 𝑡𝑡 + 𝑅𝑅 𝑡𝑡 = const.≤ 1
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
最初に紹介したKermack-McKendrickモデルと同様に、変数を、一つのサイトに各状態の個体が居る確率としましょう。空のセルがある可能性があるので、全部を足しても1にならない場合を含んでいます。



平均場モデルの時間変化

𝑆𝑆 𝑡𝑡 の時間変化：状態Iへの変化分だ
け減少する

𝐼𝐼 𝑡𝑡 の時間変化：状態Sからの増分と
状態Rへの変化への減少分

𝑅𝑅 𝑡𝑡 の時間変化：状態Iからの増分
𝑆𝑆 𝑡𝑡 + 1 = 𝑆𝑆 𝑡𝑡 − 𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑡𝑡 𝑆𝑆 𝑡𝑡

𝐼𝐼 𝑡𝑡 + 1 = 𝐼𝐼 𝑡𝑡 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑡𝑡 𝑆𝑆 𝑡𝑡 − 𝛾𝛾𝐼𝐼 𝑡𝑡
𝑅𝑅 𝑡𝑡 + 1 = 𝑅𝑅 𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝐼𝐼(𝑡𝑡)
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
各状態の個体の割合の時間変化を考えましょう。状態Sの個体数の減少は、健康な個体の周囲に病気の個体が居る確率で表すことができます。それをここでは、qという関数で表しています。それ以外は、Kermack-McKendrickモデルで、時間を離散化したものになります。



𝛽𝛽 𝑡𝑡 :一つのサイトの周囲に一つでも状態
Iの個体が居る確率

𝛽𝛽 𝑡𝑡 = 1 − 1 − 𝐼𝐼 𝑡𝑡 𝑧𝑧

𝑧𝑧 :一つのサイトの周囲に存在するサイトの数。
二次元正方格子ならば4

1 − 𝐼𝐼(𝑡𝑡):あるサイトに状態Iの個体の居ない確
率

 1 − 𝐼𝐼 𝑡𝑡 𝑧𝑧:𝑧𝑧個のサイトに状態Iの個体の居な
い確率
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
qは、隣接セルに病気の個体が一つでも居る確率です。zを隣接セルの数としましょう。上下左右だけ考えるならば、zは4です。一つのセルに、病気の個体が居ない確率は1-I(t)です。z個の全てに病気の個体が居ない確率は、1-I(t)のz乗ですね。これを1から引くと、一つ以上の隣接セルに病気の個体が居る確率になります。



病気の初期侵入
線形近似で調べる
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
個体群に病気が侵入しようとした状況を考えます。初めですから、病気の個体の割合は、非常に小さいでしょう。すると、時刻0でのqの値は、病気の個体の割合の1次までで近似できるでしょう。そこで、時刻1でのそれぞれの状態の個体数の式を、病気の個体の割合の1次まで、書いてみましょう。とくに、赤い枠で囲った病気の個体数の変化を表す項に注目します。この部分が正であれば、病気の個体は増えます。負であれば、病気の個体は減ります。二つの項には、初期の病気の個体の割合が入っていることに注意します。



𝛽𝛽𝑧𝑧𝑆𝑆 0 − 𝛾𝛾 > 0の場合、いったん𝐼𝐼(𝑡𝑡)
は増大、つまり病気は侵入し、感染者
数が増える

𝛽𝛽𝑧𝑧𝑆𝑆 0 − 𝛾𝛾 < 0の場合、病気は侵入で
きず、感染者数は短調に減る

𝛾𝛾の閾値
𝑆𝑆 0 = 0.7, 𝑧𝑧 = 4,𝛽𝛽 = 0.1の場合𝛾𝛾 = 0.28
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ここから、二つの振る舞いを分けることができます。一旦増加する場合、単調に減少する場合です。初期の健康な個体の割合、z、そして感染確率βを固定すると、二つの場合を分けるγの値が分かります。
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状態Iの個体数

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
γが小さい場合には、平均場でも、感染者が一旦増えます。
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状態Iの個体数

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
γが大きい場合には、感染者は単調に減少します。
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