
最小二乗法
(Least Square Method) 
モデリングとシミュレーション
2020年度
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
今日のテーマは、実験やシミュレーションの結果を分析する際に用いる最小二乗法です。



最小二乗法

データ点の列{𝑥𝑥𝑘𝑘 ,𝑦𝑦𝑘𝑘}(𝑘𝑘 = 0,⋯𝑛𝑛 − 1)
どのような関数形かを推定

予想する関数形𝑦𝑦 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥
パラメタを推計

二乗誤差を最小化するようにパラメタを
調整
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二次元のデータの列を考えましょう。そのデータをうまく記述する関数形を求めたいとします。データを見ると、だいたいの関数形は予想が付きますから、その関数のパラメタを調整することが実際的です。調整する目標として、データと関数の差の二乗の和、二乗誤差という、を最小にしましょう。



一次関数の場合

仮定している関数形：𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏
二乗誤差

𝑆𝑆 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑏𝑏 2

二乗誤差を最小化するパラメタ𝑎𝑎と𝑏𝑏
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
関数が1次関数の場合を考えましょう。1次関数には、二つのパラメタがあります。これを調整して、二乗誤差を最小化します。二乗誤差の明示的な式を書いておきましょう。



𝑆𝑆は𝑎𝑎と𝑏𝑏の下に凸な二次式になっている。
つまり極小を持つ。

𝜕𝜕𝑆𝑆
𝜕𝜕𝑎𝑎

= −2 �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑥𝑥𝑘𝑘 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑏𝑏 = 0

𝜕𝜕𝑆𝑆
𝜕𝜕𝑏𝑏

= −2 �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑏𝑏 = 0
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
この二乗誤差は、二つのパラメタaとbの二次式であり、それぞれの二次の項の係数は正です。つまり、aの関数とみると下に凸の二次式、bの関数とみても下に凸の二次式です。つまり、aの関数とみても、bの関数とみても、極小値があり、そこが最小になっています。極値を求めるには、aとbでそれぞれ一階微分し、ゼロとおけばよいですね。これは、aとbに対する一次の連立方程式ですから、簡単に解くことができます。



整理すると

𝑎𝑎�
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑥𝑥𝑘𝑘2 + 𝑏𝑏�
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑥𝑥𝑘𝑘 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑥𝑥𝑘𝑘𝑦𝑦𝑘𝑘

𝑎𝑎�
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝑏𝑏�
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

1 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑦𝑦𝑘𝑘
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
aとbの連立方程式であることが解りやすいように整理します。



次式を代入

𝑛𝑛 𝑥𝑥 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑥𝑥𝑘𝑘 ,𝑛𝑛 𝑥𝑥2 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑥𝑥𝑘𝑘2

𝑛𝑛 𝑦𝑦 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑦𝑦𝑘𝑘 ,𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑦𝑦 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑥𝑥𝑘𝑘𝑦𝑦𝑘𝑘

𝑛𝑛 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

1
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
さらに、和の記号を平均の記号で置き換えます。



𝑎𝑎 𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑎𝑎 𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 = 𝑦𝑦

これを解いて

𝑎𝑎 =
1
𝜎𝜎𝑥𝑥2

𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑥𝑥 𝑦𝑦

𝑏𝑏 =
1
𝜎𝜎𝑥𝑥2

𝑥𝑥2 𝑦𝑦 − 𝑥𝑥𝑦𝑦 𝑥𝑥

𝜎𝜎𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 2
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
連立方程式を解いて、aとbを求めることが出きます。分母には、xの値に対する分散が現れます。ここまででわかることは、一次式で表されそうな二次元のデータ列があると、データの平均値等を用いて、データを記述する一次式を作ることができることです。



行列表現

𝑀𝑀
𝑎𝑎0
𝑎𝑎1 = 𝑦𝑦

𝑥𝑥𝑦𝑦

𝑀𝑀 = 1 𝑥𝑥
𝑥𝑥 𝑥𝑥2
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
行列を使って連立方程式を書いておきましょう。二つのパラメタaとbを、a_1とa_0と名前を付け替えています。Mが正方行列であることに注意しておきましょう。



行列表現

𝑀𝑀 = 1 𝑥𝑥
𝑥𝑥 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 2 = 𝜎𝜎𝑥𝑥2

𝑀𝑀−1 =
1
𝜎𝜎𝑥𝑥2

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥
− 𝑥𝑥 1
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
行列式を求めると、xに関する分散であることが解ります。逆行列も簡単に求めることができます。行列で表した連立方程式の両辺に、この逆行列を前から乗じることで、パラメタaとbを求めることができます。



一次の最小二乗法の応用

一次関数以外にも利用できる

指数関数：

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏𝑒𝑒𝑎𝑎𝑥𝑥

べき関数：

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑎𝑎
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
一次式の最小二乗法を使うと、指数関数とべき関数に従うデータのパラメタを推計することができます。指数関数には、全体にかかる係数と、指数の方の係数の二つのパラメタがあります。べき関数にも、全体にかかる係数と、べき指数を表す二つのパラメタがあります。なぜ、このような式に対して一次式の最小二乗法が使えるのでしょうか。



片対数 (semi-logarithmic) プロッ
ト

11

縦軸の対数をとる
gnuplotではset log y

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
もう見ることはできなくなりましたが、グラフ用紙には、縦軸と横軸が元の値のままの通常のグラフ用紙のほかに、「片対数」という縦軸が対数になっているものがあります。通常のグラフとして描いた左の図では、縦軸の値が急速に減少していることは分かりますが、ほとんどゼロになった後の様子は全くわかりません。そこで、縦軸だけ対数をとって、プロットしたのが右側です。データを変更する必要はありません。gnuplotでset log yとするとy軸を対数表示してくれます。片対数の縦軸の目盛りに注意してください。対数をとった値ではなく、元の値に対応した目盛りです。10^0とは、値が1、10^{-1}は、0.1です。縦軸だけ対数、つまり片対数でデータをプロットすると、データは直線的にならんでいます。



𝑦𝑦の値の対数が𝑥𝑥に比例している

ln 𝑦𝑦 = −𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏

両辺の指数関数をとる

exp ln 𝑦𝑦 = exp −𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏
𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑏𝑏𝑒𝑒−𝑎𝑎𝑥𝑥
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
対数をとったyの値がxの一次関数で表現できているということを式に表しましょう。その式の両辺の指数をとると、yをxの指数関数として表すことができます。片対数で直線の場合には、指数関数で表すことができるのです。



両対数 (double-logarithmic) プ
ロット
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縦軸横軸の対数をとる
gnuplotではset log xy

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
次の例を見ましょう。先ほどよりも、yの値はゆっくりと減少しているようです。縦軸も横軸も対数をとったプロットを両対数と言います。両対数をとると、データは直線になっています。



𝑦𝑦の値の対数が𝑥𝑥の対数に比例している

ln 𝑦𝑦 = −𝑎𝑎 ln 𝑥𝑥 + 𝑏𝑏

両辺の指数関数をとる

exp(ln𝑦𝑦) = exp(−𝑎𝑎 ln 𝑥𝑥 + 𝑏𝑏)
𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑏𝑏 exp ln 𝑥𝑥 −𝑎𝑎 = 𝑒𝑒𝑏𝑏𝑥𝑥−𝑎𝑎
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
両対数で直線ですから、yの対数をとったものが、xの対数をとったものと比例関係にあることが解ります。この式の両辺の指数をとると、yがxのべき関数であることが解ります。



二次関数の場合

仮定している関数形
𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2

二乗誤差

𝑆𝑆 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑎𝑎0 − 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑘𝑘2
2

三つのパラメタ𝑎𝑎𝑖𝑖ついて最小化
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
最小二乗法は、一次関数に限らずに利用することができます。二次関数の場合を考えましょう。パラメタが3つです。パラメタaの添え字と、xの次数が対応しています。注意してください。



𝜕𝜕𝑆𝑆
𝜕𝜕𝑎𝑎0

= −2 �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑎𝑎0 − 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑘𝑘2 = 0

𝜕𝜕𝑆𝑆
𝜕𝜕𝑎𝑎1

= −2 �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑥𝑥𝑘𝑘 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑎𝑎0 − 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑘𝑘2 = 0

𝜕𝜕𝑆𝑆
𝜕𝜕𝑎𝑎2

= −2 �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑥𝑥𝑘𝑘2 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑎𝑎0 − 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑘𝑘2 = 0
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
三つのパラメタについて、微分してゼロとすると、二乗誤差を最小化することができます。三つのaの連立方程式になっています。



𝑦𝑦 = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2 𝑥𝑥2
𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑎𝑎0 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎1 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎2 𝑥𝑥3
𝑥𝑥2𝑦𝑦 = 𝑎𝑎0 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎1 𝑥𝑥3 + 𝑎𝑎2 𝑥𝑥4
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
平均の記号を使って、連立方程式を書いておきましょう。



行列演算で表す

𝑦𝑦 = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2 𝑥𝑥2
𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑎𝑎0 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎1 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎2 𝑥𝑥3
𝑥𝑥2𝑦𝑦 = 𝑎𝑎0 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎1 𝑥𝑥3 + 𝑎𝑎2 𝑥𝑥4

𝑦𝑦
𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑥𝑥2𝑦𝑦

=
1 𝑥𝑥 𝑥𝑥2

𝑥𝑥 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3

𝑥𝑥2 𝑥𝑥3 𝑥𝑥4

𝑎𝑎0
𝑎𝑎1
𝑎𝑎2

= 𝑀𝑀
𝑎𝑎0
𝑎𝑎1
𝑎𝑎2
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
これも、行列で表しておきましょう。行列Mは対称です。行列の位置とxの次数の対応付けは簡潔です。



1 𝑥𝑥 𝑥𝑥2

𝑥𝑥 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3

𝑥𝑥2 𝑥𝑥3 𝑥𝑥4
= 𝑥𝑥4 𝑥𝑥2 + 2 𝑥𝑥 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 3 − 𝑥𝑥3 2

− 𝑥𝑥4 𝑥𝑥 2 = 𝐷𝐷
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
行列式を求めておきましょう。Dと書くことにします。



𝑀𝑀−1

=
1
𝐷𝐷

𝑥𝑥4 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3 2 𝑥𝑥3 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥4 𝑥𝑥 𝑥𝑥3 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 2

𝑥𝑥3 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥4 𝑥𝑥 𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥2 2 𝑥𝑥2 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3

𝑥𝑥3 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 2 𝑥𝑥2 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 2
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
逆行列を示しておきます。



𝐷𝐷𝑎𝑎0
= 𝑥𝑥3 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 𝑥𝑥2𝑦𝑦 − 𝑥𝑥4 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3 𝑥𝑥2 𝑥𝑥𝑦𝑦
+ 𝑥𝑥4 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3 2 𝑦𝑦
𝐷𝐷𝑎𝑎1
= − 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 𝑥𝑥 𝑥𝑥2𝑦𝑦 − 𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥2 2 𝑥𝑥𝑦𝑦
+ 𝑥𝑥4 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3 𝑥𝑥2 𝑦𝑦
𝐷𝐷𝑎𝑎2
= − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 2 𝑥𝑥2𝑦𝑦 − 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑦𝑦
+ 𝑥𝑥3 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 2 𝑦𝑦

𝐷𝐷 = 𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥2 2 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 2 - 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2 𝑥𝑥 2
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
逆行列をつかうことで三つのパラメタを求めることができます。



一般化

𝑚𝑚次の多項式

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = �
𝑗𝑗=0

𝑚𝑚
𝑎𝑎𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗

二乗誤差：データ数𝑛𝑛

𝑆𝑆 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1

𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑓𝑓 𝑥𝑥𝑘𝑘
2
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
更に高次の多項式としてデータのパラメタを推定することも可能です。



𝑎𝑎𝑖𝑖で偏微分
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
各パラメタで偏微分して、連立方程式を求めます。



行列で表現

𝑀𝑀−1を得ることができれば�⃗�𝑎を得ることが
できる
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
連立方程式を行列で表記して、逆行列を使って、パラメタを求めます。逆行列の数値解法を用いれば、パラメタを得ることができます。
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