
Networkモデル
Random network
モデリングとシミュレーション
2019年度

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
要素間の関係をネットワーク、あるいはグラフと捉えることで、ネットワークに共通的な性質を探るネットワーク科学という分野が2000年ころから始まっています。今日は、それに関連する話題としてランダムなネットワークに注目します。



要素の関係をグラフ・ネット
ワークとして捉える

要素と要素の繋がり方
実在するネットワークに共通的性質
なぜそのような構造なのか

ネットワーク形成メカニズム
構造の利点
最適化？

ネットワーク上の過程
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
要素間の関係をグラフ、あるいはネットワークとして捉えることを考えましょう。グラフ理論ではグラフとネットワークを区別して使うことがありますが、ここではネットワークという言葉を使うことにします。要素と要素の繋がり方に注目すると、実在する様々なネットワークに共通な性質というのが見えてきます。人間が詳細まで設計した電子回路のようなネットワークではなく、インターネットや人のネットワークを観察すると、構造に共通な部分があることが解ります。なぜ、そのような構造になったのでしょう。もしかしたら、そのような構造に何か利点がある、つまり何かを最適にする構造なのかもしれません。インターネットや人のネットワークでは、単にコンピュータや人が繋がっているわけではありません。インターネットの上には、データが流れています。さらに、コンピュータウィルスのようなものもネットワークを伝って伝染します。人のネットワークの上も、噂や伝染病が伝わります。ネットワークの上で起こる現象も興味があります。



実際のネットワークの例

インターネット
Webのリンク
知人の繋がり
映画俳優の共演関係
論文を共著する関係
食物連鎖
たんぱく質の反応連鎖
電力網
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
私たちの周りには様々なネットワークがあります。いくつかの例をシートにしました。前のシートでも出てきたインターネットや人のネットワークのほかにも様々なネットワークがあります。生物の間の食う・食われるの関係である食物連鎖や、私たち生物のなかで起こる様々な化学反応の連鎖もネットワークと見ることができます。



ネットワークの例

 JR九州路線図
 https://www.jrkyushu.c

o.jp/railway/routemap
/

 佐賀市営バス路線図
 http://www.bus.saga.s

aga.jp/pdf/rosenzu011
001.pdf

 SINET
 https://www.sinet.ad.j

p/aboutsinet

 The Internet map
 https://internet-

map.net/
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
幾つかのネットワークは、可視化されています。URLを示しますから、関心のあるものを見てください。



Network (Graph)

頂点 (node)を辺 (edge)で結んだも
の

結び方そのものに関心
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
それでは、ネットワークをもう少し詳しく見ていきましょう。ネットワークは、頂点を辺で結んだものを言います。インターネットで言うと、頂点はコンピュータ、ルータ、あるいは組織が相当します。



グラフの記述

𝑉𝑉：頂点の集合
𝐴𝐴：辺の集合
𝛿𝛿:𝑉𝑉 → 2𝐴𝐴：指定した頂点に接続する
辺の集合

𝜕𝜕:𝐴𝐴 → 𝑉𝑉 × 𝑉𝑉：辺の両端の頂点
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
頂点の繋がり方に関心がある場合には、グラフと呼びます。グラフを定義するには、頂点の集合、辺の集合が必要です。更に、頂点とそこに接続する辺の関係、及び、辺とその両端の頂点の関係を定める必要があります。



𝑣𝑣0

𝑣𝑣1

𝑣𝑣2

𝑣𝑣3 𝑣𝑣4

𝑣𝑣5

7

𝑎𝑎0
𝑎𝑎1

𝑎𝑎2

𝑎𝑎3

𝑎𝑎4

𝑎𝑎5

𝑎𝑎6

𝑎𝑎7

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
簡単なグラフを例を示します。
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
前のシートのグラフを、記号で表記しました。対応を確認してください。



グラフの記述
隣接行列
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0 1 0 1 1 0
1 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 0
1 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
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頂点と頂点が結ばれている

その他

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
頂点の連結状態を表す手段として、隣接行列を使うこともあります。行列の要素が1の場合、インデクスに対応する頂点が連結しているとします。



Network のプログラムとして
の実装
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AbstractNetwork class

String label
Int numNode
List<Node> nodes

Node class

String label
List<Edge> edges

Edge class

String label
List<Node> ends

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
グラフの構造を保持するクラスの全体像を示しておきます。頂点のクラスNodeは、接続する辺のリストを持っています。一方、辺のクラスは両端の頂点を持っています。グラフのクラスは、頂点の一覧を持っています。



Erdös-Rényi Random Graph

一定数𝑁𝑁の頂点を用意する
一定数𝐿𝐿の辺をランダムに選んだ頂点の
組に接続する:0 ≤ 𝑝𝑝 < 1

単純グラフであることは求めない
頂点𝑣𝑣から頂点𝑣𝑣への辺：孤立辺
頂点𝑣𝑣から頂点𝑤𝑤への辺が複数：並列辺
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
今日は、グラフの中から、数学的に早くから注目されてきたランダムグラフを扱います。N個の頂点を用意します。それに対して、全ての頂点の組の総数に対して割合pとなるL個の辺を用意します。L個の辺は、でたらめに頂点の組を選んで接続に使います。Nは非常に大きいことを想定しています。そこで、各辺が同じ頂点へ戻ってくる孤立辺であっても、ある組の頂点に複数本の辺がある並列辺であっても、気にしないことにします。



100N =

0.01p = 0.012p =

0.02p = 0.03p =
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
N=100とすこし小さいですが、例を見てみましょう。左上を見てください。pが小さいと、小さな連結が出来ているだけです。二点とか三点が繋がったものばかりです。右上を見てください。少しpが大きくなると、少し大きな連結した塊が出来ていきます。更にpが大きくなった左下では、連結した塊が大きくなりました。更にpを大きくするとほとんどの頂点が繋がりました。



0.04p =
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
p=0.04では、全ての頂点が繋がっています。何が言いたいのかというと、pが小さいと、小さなネットワークに分かれていますが、あるところで全体が繋がるという現象が見えていることです。



Giant Component

辺を持つ確率𝑝𝑝が小さい
連結されていない小さいネットワークに分かれて
いる

平均距離は短い:連結の場合だけを考える
辺を持つ確率𝑝𝑝が非常に大きい

全体が連結されている
多くの頂点と直接結ばれている：平均距離は短い

中間の𝑝𝑝で何が起こる？
全頂点とほぼ同じサイズの連結成分をgiant 

componentと呼ぶ
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
先ほどの状況を整理しておきましょう。確率pが小さいときには、互いにばらばらな小さなネットワークができました。つながった部分だけを平均すると、頂点間の平均距離は短いものです。pが少しずつ大きくなると、大きな塊ができますから、平均距離は伸びていきます。一方、pが大きいときには、全体が連結した大きなネットワークができます。一つの頂点は多数と結ばれているため、頂点間の平均距離は短いものです。さて、途中のpでは何が起こっているのでしょう。それを調べるために、ほぼ全頂点が繋がった部分をgiant componentと名付けて、調べていくことにします。



任意の頂点がgiant componentに属
していない確率𝑢𝑢

giant componentに属していないた
めには
全く隣接頂点がない
全ての隣接頂点が、giant componentに
属さない
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
任意の頂点がgiant componentに入っていない確率をuとします。任意という意味は、全体のうちuの割合の頂点がgiant componentに入っていないという意味です。ある頂点がgiant componentに属していないためには、二つの条件のいずれかかが必要です。一番目は、他の頂点と全く繋がっていないことです。二番目は、他の頂点とつながっていても、つながった先の頂点がgiant componentに属していないことです。



他の頂点と繋がっていない確率：1 −
𝑝𝑝

隣接頂点は繋がっているが、giant 
Componentに属さない：𝑝𝑝𝑢𝑢
𝑘𝑘個の頂点とつながり、その全てがgiant 

componentに属さない確率
𝑁𝑁 − 1
𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑁𝑁−1−𝑘𝑘 𝑝𝑝𝑢𝑢 𝑘𝑘
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
他の一つの頂点とつながらない確率は1-pです。他の一つの頂点とつながる確率はpですが、その頂点がgiant componentに属していない確率はpuです。k個の頂点と連結し、その全てがgiant componentに属していない確率は、二項分布で表現することができます。
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
注目している頂点が他の頂点と全く繋がっていない確率と、つながっていても、連結先の頂点がgiant componentに属していない確率の和が、注目している頂点がgiant componentに属していない確率になります。方程式の両辺にuが入っています。右辺の括弧の中はN が大きくなると1になりますが、そのN-1乗がやっかいです。特に、Nが非常に大きいところに関心がありますから、その極限での振る舞いを調べましょう。
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 Giant componentに入っている節の比：𝑆𝑆 = 1 − 𝑢𝑢

 𝑆𝑆 = 1 − 𝑒𝑒−𝑐𝑐𝑐𝑐

 𝑆𝑆に対する方程式に対して、自己無撞着(self-consistent)に
数値的解を得る
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
両辺の対数をとって、Nが無限大の極限を調べるとuに対するNによらない方程式が出てきます。S=1-uと変数を変えてその様子を見ましょう。
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1.5c = 1c =

0.5c =

c

S

突然giant componentが出現

1c > で曲線と直線の交点が発生

1 − 𝑒𝑒−𝑐𝑐𝑆𝑆

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
始めに1-e^{-cS}の様子を見ましょう。左側の図です。S=0での傾きはcですから、c<1では、45度以下です。従ってS=1-e^{-cS}は、S>0に解を持ちません。c>=1となると解があります。右側の図が数値的に得た解です。Sが正の解をもつということは、uが正の解があるということです。つまり、giant componentが存在することを表しています。



Simulation

頂点を連結した頂点の集合に分類する
一番大きな集合のサイズが𝑝𝑝に対して
変化する様子を調べる
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
それでは、シミュレーションで、あるpでgiant componentが出現するかを調べましょう。実際に調べるのは、一番大きな連結集合のサイズがpに対して変化する様子を見ることにします。



幅優先探索21

BFS(𝑈𝑈, 𝑣𝑣0){// 𝑈𝑈対象頂点の集合、𝑣𝑣0始点
𝐿𝐿=∅//処理済み頂点集合
𝑄𝑄//調査すべき頂点の待ち行列
𝑄𝑄↤𝑣𝑣0// 𝑄𝑄に𝑣𝑣0を追加
while (𝑄𝑄≠∅) {
𝑣𝑣=𝑄𝑄.poll// 𝑄𝑄の先頭要素を取り出し
forall (𝑎𝑎 ∈ 𝛿𝛿+𝑣𝑣) {// 𝑎𝑎から出る全ての弧
𝑤𝑤 = 𝜕𝜕−𝑎𝑎// 𝑎𝑎の反対側の頂点
if (𝑤𝑤∉𝐿𝐿∧𝑤𝑤∉𝑄𝑄) {𝑄𝑄↤𝑤𝑤}

}
𝐿𝐿←𝐿𝐿∪{𝑣𝑣}// 𝐿𝐿へ𝑣𝑣を追加

}
return 𝐿𝐿//始点から到達可能な頂点の集合

}

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
そのためには、連結した頂点の集合を調べる必要があります。連結した頂点を調べるには、例えば幅優先探索を行うことです。一つの幅優先探索の後、連結していない頂点を始点として、再び幅優先探索を実行します。これを繰り返すと、頂点を連結した成分に分類することができます。



頂点を連結集合（クラスタ）へ
分割：幅優先探索の応用

𝑈𝑈 ⊆ 𝑉𝑉：未分類の頂点の集合。初期値
は𝑈𝑈 = 𝑉𝑉

𝐶𝐶 ⊆ 2𝑉𝑉：クラスタの集合。初期値は
𝐶𝐶 = ∅

22
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while (𝑈𝑈 ≠ ∅){
𝑤𝑤 ∈ 𝑈𝑈//𝑈𝑈から選ぶ
𝐿𝐿 = 𝐵𝐵𝑆𝑆𝐵𝐵(𝑈𝑈,𝑤𝑤) //𝑤𝑤から到達可能な頂点の集合
𝑈𝑈 ← 𝑈𝑈 ∖ 𝐿𝐿// 𝑈𝑈から𝐿𝐿を削除

𝐶𝐶 ← 𝐶𝐶 ∪ {𝐿𝐿}

}
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