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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
最終回は、私たちの周囲のネットワークに見ることができる、スケールフリー性を持つネットワークについて説明します。



scale-free network

現実のネットワークの次数分布
べき則：𝑃𝑃 𝑘𝑘 ∼ 𝑘𝑘−𝛾𝛾

べき則 (power-law)
特徴的長さが無い：scale-free
単位を変えても同じ関数形

スケール変換に対して不変
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
私たちの身の回りには、様々なネットワーク構造があります。それらのネットワークに共通な構造を見つけよう、あるいはそれらのネットワークの上の様々な現象を理解しようという研究分野があります。ネットワーク科学という分野です。様々なネットワークの次数分布、つまり頂点に隣接する頂点の数の分布を調べてみると、べき則に従うものが多数あります。べき則とは、次数がべき関数で記述できるという意味です。べき関数は、関数形を特徴付ける長さがないことが特徴です。関数の変数を定数倍しても、関数の概形が変わらないのです。



例１：論文の引用

新しい論文が書かれると、他の論文を
引用する。

論文は日々生産される。
非平衡ネットワークを形成する。
良く引用される論文は、多くの人に読
まれ、さらに引用される。

引用ネットワークでは、引用の多い論
文ほど、多くの引用を引き寄せる
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を見ていきましょう。論文の引用回数の例です。論文を執筆するときには、その内容に関して先行研究などの論文を引用します。つまり、新しい論文は、それ以前の論文を引用することで、引用ネットワークに参加します。日々、新しい論文が生まれますから、引用ネットワークは、日々、成長していきます。論文の中には、非常によく引用されるものがある一方で、まったく引用されないものもあります。ある研究分野の端緒となった論文、実験や観測手法を確率した論文、ある時点までの当該分野の成果をまとめて次の課題を示した論文などは、引用回数が増えるでしょう。引用回数の多い論文は、多くの人に読まれ、更に引用回数を増やすでしょう。このように、引用回数の多い論文ほど、多くの引用を受けるという傾向があります。一方で、引用されない論文は、当該分野の研究者から忘れられ、まったく引用されないままとなるでしょう。



 S. Rednerによる研究
 Eur. Phys. J. B 4 (1998) 

131.

 ISI (Institute for Scientific 
Information)のデータ

 Physical Review D の
データ

 引用回数x である論文数
の分布

3~( )N x x−
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
実際に、Rednerは、論文の引用回数の分布を調べました。素粒子分野の世界的なトップジャーナルであるPhysical Review Dの引用回数分布の図です。1回しか引用されない論文に対して、100回運用される論文の数は4桁から5桁ほど少ないという結果です。そして、その分布は、グラフが両対数であることから、べき則に従っていることが解ります。



例２：WWW

新しいページを作る
他へのリンクを含む
他のページからリンクされる
新しい内容に更新される

検索サイトに掲載されると、アクセス
が増える
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二番目の例です。Webのページを考えましょう。新しいWebのページは、既存のページへのリンクを持っているでしょう。ページを変更する際にも、既存のページへのリンクを新たに追加するかもしれません。論文と同様に、リンクするに値するページへのリンクは、他のページ作成者もリンクを生成することになるでしょう。検索サイトの上位にあれば、閲覧する人が増え、リンクも増えるでしょう。



R. Albert, H. Jeong & A.-L. Barabási, 
Nature  401, (1999) 130.

 In-degree もout-degreeも べき則分
布(図a,b)

平均の最短距離は総頂点数の対数に比例
して増大

10= 0.35 + 2 log.06  d N

out in~ ~ 2.45,   ( )   ~ 2.1p k k γ γ γ−
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
Albertらは1999年の論文で、リンクの数に関する分布を調べ、それがべき則に従うことを示しました。

http://www.nature.com/nature/journal/v401/n6749/abs/401130a0.html


InternetのAS(Autonomous 
Systems)間の接続

R. Pastor-Satorras, A. Vázquez and 
A. Vespignani, Phys. Rev. Lett. 87 
(2001) 258701.

( ) ,   ~ ~ 2.2P k k γ γ−
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
インターネットも、自律的に成長するネットワークです。自律的にネットワークを運営している組織はASと言います。インターネットをAS間のネットワークとして捉え、その次数分布を調べると、こらもべき則に従っていました。

http://prl.aps.org/pdf/PRL/v87/i25/e258701


英単語の連結

R. Ferrer i Cancho and R. Solé, 
Proc. R. Soc. B 268 (2001) 2261.

~ 2.6d
1.5( ) ~ kP k −
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
英単語が隣接する頻度を調べた例もあります。こちらもべき則です。

http://rspb.royalsocietypublishing.org/content/268/1482/2261.abstract


成長するネットワーク

実際のネットワークは成長し続けている
インターネット
Webページのリンク

新しくできた頂点は、既存の節へ辺を生
成する
既存の頂点の性質に依存せずにランダムに対
象を選択

既存の頂点の次数などの性質に依存してラン
ダムに対象を選択
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
これまで見てきたネットワークは、成長のスピードは異なりますが、頂点数が時間とともに、ほぼ増加する成長するネットワークです。そこで、成長するネットワークの簡単なモデルを調べてみましょう。成長の仕方には、大まかに、二つの方法があるでしょう。一つは、新たにできた頂点が、既存の頂点をランダムに選んで接続するというモデルです。もう一つは、既存の頂点の次数などの性質に依存してランダムに選択するモデルです。ここまで見てきた例では、後者のように、既存の頂点をその性質に応じて選びますから、後者のモデルについて、更に調べることにしましょう。



成長するランダムネットワーク

多重接続を許す無向ネットワーク
初期時刻(𝑡𝑡 = 2)で、二個の頂点を二本
の辺で接続

10

1 2

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
多重接続を許す、向きの無いネットワークを考えます。最初の時刻をt=2とし、二個の頂点を二重に結びます。これは、時刻が、頂点数と辺の総数と一致するように作るための、技術的なトリックです。



各時刻で、一つの頂点を追加し、既存
の頂点を次数に比例する確率でランダ
ムに選択して接続
次数𝑘𝑘の頂点が選ばれる確率：𝑘𝑘/(2𝑡𝑡)
次数の総和が2𝑡𝑡であることに注意

各時刻𝑡𝑡で、𝑡𝑡個の頂点と𝑡𝑡本の辺
各頂点に、その頂点ができた時刻の番
号𝑠𝑠を付ける
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
時刻t+1で、t+1個目の頂点をあらたに作り、既存の頂点の一つを次数に比例した確率で選び、そこに接続します。時刻tでは、t本の辺がありますから、次数の総和は2tです。従って、次数がkである頂点を選ぶ確率はk/(2t)となります。



12

1 2

3

3t =

1 2

3

4t =

4

1 2

3

5t =

4

5

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
始めの3ステップの例です。
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
頂点100個まで成長した例を示します。次数が非常に大きい頂点が数個あります。一方で、次数が1、つまり端になっている頂点が多数あります。



頂点𝑠𝑠に𝑘𝑘本の辺がある確率

時刻𝑡𝑡に存在する頂点数は𝑡𝑡
時刻𝑡𝑡 + 1で頂点𝑠𝑠の次数が𝑘𝑘になるに
は
時刻𝑡𝑡で、次数が𝑘𝑘 − 1であり、新しく生
成された頂点から、選ばれ、辺が生成さ
れる：確率(k − 1)/(2𝑡𝑡)

時刻𝑡𝑡で、次数が𝑘𝑘であり、新しく生成さ
れた頂点から、選ばれず、辺が生成され
ない：確率1 − 𝑘𝑘/(2𝑡𝑡)

( ) ( ) ( )1, , 1 1, , 1 , ,
2 2

k kk s t p k s t p k s tp
t t
−  + = − + − 
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
次数分布を式で表すことを目指しましょう。そのために、ある時刻sにできた頂点が次数kである確率が、時間とともに変化する様子を式で書きます。時刻t+1で次数がkとなる確率は、時刻tで次数がk-1であって、新しい頂点から選ばれることで次数が増える場合と、時刻tで既に次数がkであり、新しい頂点から選ばれない場合の和です。



初期条件
初期の二つの頂点の次数は2

新しい頂点の次数は1

ある時刻で存在する頂点に関する平均
頂点数が𝑡𝑡であることに注意

{ }( ) ,2, 1, 2 , 2 kp k s t δ= = =

( ) ,1, , 2 kp k s t t δ= > =

( ) ( )
1

1 , ,,
t

s
p k sP t t

t
k

=

= ∑

15

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
時刻t=2で存在した二つの頂点の条件と、新たに発生する頂点に対する条件を入れておきます。ある時刻に存在する頂点全てに関する平均を定義します。平均の時間変化が従う式を求めます。
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左辺の計算に注意
• 時刻が𝑡𝑡 + 1であること
• 和の上限
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Master方程式の両辺の平均を
とる
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
一番最後の式が、平均が従う方程式です。



平衡解

長時間後に確率分布が一定になるとす
る

平衡解に対する方程式

( ) ( ), t Pk t kP →∞→

( ) ( ) ( ) ( ) ,12 1 1 2 kk P k k P k δ+ − − − =
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
十分に時間が経過すると、自分の分布は一定となるでしょう。つまり、時間に依存しなくなるでしょう。その解を「平衡解」と呼びます。平衡解に対する方程式は、漸化式です。



平衡解

べき関数分布
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
漸化式は、容易に解くことができます。次数が1の頂点が全体の2/3です。次数分布は、次数が大きいところでkのマイナス3乗です。



規格化されているか確認
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
一応、次数分布が規格化されていることを確認しましょう。
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頂点数100000

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
結果を見ましょう。データ点は、頂点数が100000の場合の次数分布です。青い線は、先ほど求めた次数分布、緑の線はマイナス3乗です。
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