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1 Runge-Kutta法

前回の講義では Euler法を用いて、一様重力中の落下に対する微分方程式を数値的に解

きました。しかし、Euler法は、精度と安定性に課題があります。Runge-Kutta法は、非

常に広く用いられている標準的な一階連立微分方程式の数値解法です。

独立変数を t、従属変数を y⃗ とします。y⃗ の成分を yj(0 ≤ j < n)とします。このとき、

yj に対する連立微分方程式が
dyj
dt

= fj (t, y⃗) (1.1)

で与えられているとしましょう。ある点 tと y⃗(t)が与えられている時、y⃗(t+ h)を以下の

ように求めるのが (4次の) Runge-Kutta法です。
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この方法では、O(h4)までの精度で数値計算をうことができます。
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2 調和振動子

Runge-Kutta法で調和振動子の運動を数値的に求めましょう。調和振動子は、その位

置 xに対する

m
d2x

dt2
= −kx (2.1)

という二階微分方程式で記述されます。m は振動子についた錘の質量、k はバネ定数で

す。この微分方程式の一般解は、Aと B を積分定数として

x = A cos (ωt) +B sin (ωt) (2.2)

と表すことができます。ここで ω2 = k/mです。対応する速度は

v = −Aω sin (ωt) +Bω cos (ωt) (2.3)

です。

課題 1 数値解を求める準備として、前回作成したプロジェクト DifferentialEquation

の下に新しいパッケージ oscillators を作成し、配布された新しいクラスファイル

HarmonicOscillator.java を作成し、コンストラクタ中に対応する微分方程式を記載

しなさい。

課題 2 HarmonicOscillator クラスは、myLib.rungeKutta.Dynamics の拡張クラ

スとして定義されています。myLib.rungeKutta.Dynamics クラスのコンストラクタが

行っていることを確認しなさい。

課題 3 このクラスを実行すると、ファイル HarmonicOscillator-output.txt に変

位の時間変化が出力されます。この出力を、ソースコード 2.1を使ってプロットし、結果

を確かめなさい。

ソースコード 2.1 harmonic.plt

1 set terminal pdfcairo enhanced color size 29cm,20cm font "Times-New-Roman"
fontscale 1.2

2 set xlabel "{/:Italic␣t}"
3 set ylabel "{/:Italic␣x}"
4 set yrange [−1.5:1.5]
5 set xrange [0:20]

2



6 set ytic 0.5
7 set title "Harmonic␣Oscillator"

8 set output "HarmonicOscillator.pdf"
9 plot "HarmonicOscillator-output.txt" ps 2, sin(x) lw 3 title "sin({/:Italic␣t})

"

課題 4 main() を見ると、課題 3 では、ω = 1 として、初期値として x(0) = 0 と

v(0) = 1に対するシミュレーションを行っていることが分かります。x(0) = 0であるこ

とから、式 (2.2)より、A = 0となります。さらに、v(0) = 1であることから、式 (2.3)

より、B = 1となります。そのため、ソースファイル 2.1では、数値計算の結果と sin(x)

を比較しています。

それでは、初期値が x(0) = 1と v(0) = 1の場合はどうでしょう。その解を導くととも

に、数値計算と厳密解とを、図を描いて比較しなさい。

3 減衰振動

運動方程式の右辺に速度に比例した項を入れることで摩擦を表すことができます。

m
d2x

dt2
= −kx− γv (3.1)

同じパッケージ oscillators に、調和振動子のクラス HarmonicOscillator のコピー

から減衰振動のクラス DumpedOscillatorを作成します。

課題 5 DumpedOscillator のコンストラクタに、式 (3.1) に対応した微分方程式を記

述しなさい。その際に、パラメタ γ が増えていることに注意しなさい。main()も対応し

て変更しなさい。

課題 6 減衰振動を gnuplotで作図するためのスクリプト dumped.pltを、ソースファ

イル 2.1を参考に作成しなさい。画像の出力先ファイル名は DumpedOscillator.pdfと

しなさい。

課題 7 スクリプト dumped.pltを用いて、変位の時間変化を出力し、厳密解と比較し
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なさい。講義で示したように振幅は e−αt で減衰します。ここで、

α =
γ

2m
(3.2)

です。この減衰曲線 (式 (3.2))も、ともに描画しなさい。

3.1 発展問題

時間に余裕のある者は以下の課題も回答しましょう。

時間発展を追う際に、Dynamicsクラス (減衰振動のクラス DumpedOscillatorの親ク

ラス) のメソッド

public List<Point2D.Double> evolution(double h, int nstep)

を用いました。これは、微分方程式を定義した際に、従属変数の配列 yy[]の先頭 (0番)

の値を、nstep回追うものです。ここまでの例では、0番には振動子の座標が入っていま

した。結果は、独立変数 (時刻)の値と従属変数の値を Point2D.Doubleクラスのインス

タンスとして生成し、そのリストを戻します。

このメソッドの拡張として

public List<Point2D.Double> evolution(double h, int nstep,

int xNum, int yNum)

があります。二つの従属変数の xNum番と yNum番の組を Point2D.Doubleクラスのイン

スタンスとして生成し、そのリストを戻すものです。

課題 8 前述のメソッドを利用することで、減衰振動の場合に、変位を x軸に、速度を y

軸に出力し、様子を観察しなさい。変位は従属変数の 0番、速度は 1番として定義されて

いることに留意しなさい。
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