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離散数学・オートマトン

2020年後期

佐賀大学理工学部 只木進一

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
離散数学・オートマトンの講義を始めます。初回は、この講義の目的を説明したあと、集合と写像についてお話しします。



この講義の目的

コンピュータは離散的

0と1で全てを表現

論理演算

離散数学

計算機科学には必須

オートマトンと形式言語

抽象的計算機
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
皆さんご存知のように、現在のコンピュータはデジタルコンピュータとも呼ばれ、内部では全ての情報を0と1で表しています。このように、トビトビの値を離散的と言います。コンピュータの中では、離散的なあ値に対して、論理演算を行っています。離散的な量を扱う数学を離散数学と言います。

コンピュータに関する科学を計算機科学と言います。論理、アルゴリズム、プログラミング言語など、広い分野を含んでいます。離散数学は計算機科学の基礎的な部分を構成します。

この講義の後半では、「オートマトンと形式言語」について学びます。オートマトンは、計算機の動作のモデルです。形式言語はオートマトンが解析できる言語のことです。



集合 (Sets)

ある特性を持ったモノの集まり

要素 (elements) 
集合に含まれるか否かは明確でなければ

要素𝑥𝑥が集合𝐴𝐴に含まれる

𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴

要素𝑥𝑥が集合𝐴𝐴に含まれない

𝑥𝑥 ∉ 𝐴𝐴
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
初めに「集合」(sets)の説明をしましょう。集合とは、ある特性を持ったものの集まりです。数学ですから、対象がその集合に含まれるか、含まれないかが明確でなければなりません。集合に含まれるものを要素(elements)と呼びます。要素𝑥が集合𝐴に含まれるとき、𝑥∈𝐴と表し、含まれないとき𝑥∉𝐴と表します。

集合は、中学校の数学から学んでいると思います。数学の全分野で集合を使いますから、しっかりと復習してください。




集合の表現

外延的記述 (extensive description)
要素の列挙

例：𝐴𝐴 = 2,3,5,7

内包的記述 (inclusive description)
条件の記述

例：𝐴𝐴 = 𝑛𝑛 𝑛𝑛は10以下の素数
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
集合の表現には、二つの方法があります。

一つは要素を列挙する方法です。外延的記述と言います。要素の数が少ない場合には有効ですね。

もう一つは、要素の条件を示す方法で、内包的記述と言います。要素数が非常に多い場合、とくに無限個の要素がある場合に使います。



有限集合、無限集合、可算集合

有限集合 (finite sets)
要素が有限個

無限集合 (infinite sets)
要素が無限個

可算集合 (countable/denumerable 
sets)
要素を列挙できる

自然数と対応付けることができる
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
要素が有限個の集合を有限集合と言います。前のシートで外延的記述の例としたような集合です。一方で、要素の数が無限個ある集合を無限集合と言います。自然数全体は無限集合です。

自然数は、もともと、モノを数えるために生まれた数です。1から順に、並べていくことができます。要素を並べる（列挙と言います）ことができることと、自然数に対応付けることは同じことです。このような集合を可算集合と言います。無限集合には、整数や有理数のように可算であるものと、実数のように可算でない（非可算と言います）ものがあります。



集合の簡単な例

自然数(natural numbers)全体𝑁𝑁
整数(integers)全体𝑍𝑍
有理数(rational numbers)全体𝑄𝑄
実数(real numbers)全体𝑅𝑅
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
自然数、整数、有理数、実数の集合は、𝑁、𝑍、𝑄、𝑅と表記します。

なお、自然数に0を含める定義と含めない定義があります。この講義では、自然数は0を含まないことにします。




集合の簡単な例

10以下の自然数

𝐴𝐴 = 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁,𝑛𝑛 ≤ 10 =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

10以下の素数

𝐵𝐵 = 2,3,5,7
10未満の3で割り切れない自然数

𝐶𝐶 = 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁,𝑛𝑛 < 10,𝑛𝑛 mod 3 ≠ 0
= 1,2,4,5,7,8
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
簡単な例を見ておきましょう。集合𝐴は10以下の自然数の集合です。内包的記述方法に注意してください。|の前の変数に対して、後ろ側に条件を書きます。

集合𝐵は10以下の素数です。素数は、1とその数以外に約数を持たない自然数です。1は素数ではありません。

集合𝐶は10未満の自然数のうち、3で割り切れないものです。記号𝑛 mod 3は、𝑛を3で除した余りです。



閉区間、開区間、半開区間

閉区間： 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 = 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏
開区間： 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 = 𝑥𝑥 𝑎𝑎 < 𝑥𝑥 < 𝑏𝑏
半開区間： 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 = 𝑥𝑥 𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 < 𝑏𝑏

無限区間

(−∞,∞)、[𝑎𝑎,∞)、(−∞, 𝑏𝑏]
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
連続した実数の集合は区間で表現することがあります。閉区間は、両端の点を含む区間です。開区間は両端の点を含みません。半開区間は、一方の端点を含み、他方を含まない区間です。無限区間の表記に注意してください。



集合に関わる記号など

集合𝐴𝐴の全て(任意)の要素：∀𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴
集合𝐴𝐴のある(特定の)要素：∃𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴
条件𝑃𝑃かつ条件𝑄𝑄：𝑃𝑃 ∧ 𝑄𝑄
条件𝑃𝑃または条件𝑄𝑄：𝑃𝑃 ∨ 𝑄𝑄
条件𝑃𝑃の否定：¬𝑃𝑃

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
集合に関係する記号についてまとめておきます。

∀は、「任意の」という意味です。∀𝑥∈𝐴は、集合𝐴の全ての要素に何かが成り立つときに使います。
∃は、「存在する」という意味です。∃𝑥∈𝐴、集合𝐴のある要素に対して何かが成り立つときに使います。
𝑃∧𝑄は、二つの条件𝑃と𝑄が両方成り立つことを表します。
𝑃∨𝑄は、二つの条件𝑃と𝑄の少なくとも一方が成り立つことを表しますが。
¬𝑃は、条件𝑃の否定を表します。








部分集合 (subsets)

集合𝐴𝐴の全ての要素が集合𝐵𝐵に含まれる

∀𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ⇒ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵
𝐴𝐴は𝐵𝐵の部分集合：𝐴𝐴 ⊆ 𝐵𝐵

𝐴𝐴は𝐵𝐵の部分集合であり、 𝐵𝐵の要素で𝐴𝐴に
含まれないものがある

 ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ⇒ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ∧ (∃𝑦𝑦 ∈ 𝐵𝐵 ⇒ 𝑦𝑦 ∉ 𝐴𝐴)
𝐴𝐴は𝐵𝐵の真部分集合(true subsets)：𝐴𝐴 ⊂ 𝐵𝐵
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10

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ある集合𝐵の一部の要素で構成する集合𝐴を、𝐵の部分集合と言います。部分集合である𝐴の全ての要素は、集合𝐵の要素です。𝐴は𝐵の部分集合であることを、𝐴⊆𝐵と表します。下線は、等号に相当する意味です。
元の集合である𝐵の要素のうち、部分集合𝐴に含まれない要素がある場合には、𝐴は𝐵の真部分集合といい、𝐴⊂𝐵と表します。




部分集合の例

𝑁𝑁 ⊂ 𝑍𝑍 ⊂ 𝑄𝑄 ⊂ 𝑅𝑅
2の倍数、3の倍数、6の倍数(すべて正)

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
自然数、整数、有理数、実数の集合は、シートのように部分集合になっています。

二番目の例として、2の倍数、3の倍数、6の倍数の集合を考えましょう。6の倍数の集合𝐶は、2の倍数の集合𝐴の真部分集合です。同時に、3の倍数の集合𝐵の真部分集合です。



Venn図

集合の関係を図示する

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
Venn図(ベン図)は、集合を可視化した図です。自然数、整数、有理数、実数の集合の場合を示します。



空集合と補集合
empty sets and complements

空集合：∅
要素を持たない集合

補集合

全体集合からある集合を除いた部分

例：全体集合𝑁𝑁、集合𝐴𝐴 =
𝑛𝑛 𝑛𝑛 = 2𝑚𝑚,𝑚𝑚 ∈ 𝑁𝑁
𝐴̅𝐴 = 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁 ∧ 𝑛𝑛 ∉ 𝐴𝐴
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
要素を持たない集合を空集合 (empty sets) と言います。

全体集合とその部分集合𝐴を考えたとき、全体集合のうち部分集合𝐴に含まれない部分を𝐴の補集合 (complements) と呼びます。



集合の演算

集合の和

𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝑥𝑥 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∨ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵

集合の共通部分

𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝑥𝑥 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∧ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵

集合の差

𝐴𝐴 ∖ 𝐵𝐵 = 𝑥𝑥 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∧ 𝑥𝑥 ∉ 𝐵𝐵
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
次に、集合の演算を説明します。Venn図とともにみると、意味がはっきりします。

集合の和は、二つの集合のいずれか一方にでも含まれる要素の全体です。
集合の共通部分は、二つの集合のいずれにも含まれる要素の全体です。
集合の差は、馴染みがない演算かもしれません。𝐴∖𝐵は、𝐴の要素であって、かつ𝐵の要素でないものの全体です。𝐵には、𝐴に含まれていない要素があっても構いません。



集合の演算の例

𝐴𝐴 = 𝑛𝑛 𝑛𝑛 = 2𝑚𝑚,𝑚𝑚 ∈ 𝑁𝑁,𝑛𝑛 ≤ 10
𝐵𝐵 = 𝑛𝑛 𝑛𝑛 = 3𝑚𝑚,𝑚𝑚 ∈ 𝑁𝑁,𝑛𝑛 ≤ 10
𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 2,3,4,6,8,9,10
𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 6
𝐴𝐴 ∖ 𝐵𝐵 = 2,4,8,10

©Shin-ichi TADAKI

15

𝐴𝐴 𝐵𝐵

2

4
68

310

9

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
集合の演算の例を見ましょう。10以下の偶数の集合を𝐴、3の倍数の集合を𝐵とします。



集合演算の基本的性質

交換律

𝑋𝑋 ∪ 𝑌𝑌 = 𝑌𝑌 ∪ 𝑋𝑋
𝑋𝑋 ∩ 𝑌𝑌 = 𝑌𝑌 ∩ 𝑋𝑋

結合律

𝑋𝑋 ∪ 𝑌𝑌 ∪ 𝑍𝑍 = 𝑋𝑋 ∪ 𝑌𝑌 ∪ 𝑍𝑍
𝑋𝑋 ∩ 𝑌𝑌 ∩ 𝑍𝑍 = 𝑋𝑋 ∩ 𝑌𝑌 ∩ 𝑍𝑍

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
集合の演算の基本的性質を、このシートと次のシートにまとめます。



集合演算の基本的性質

 分配律

 𝑋𝑋 ∪ 𝑌𝑌 ∩ 𝑍𝑍 = 𝑋𝑋 ∪ 𝑌𝑌 ∩ (𝑋𝑋 ∪ 𝑍𝑍)

 𝑋𝑋 ∩ 𝑌𝑌 ∪ 𝑍𝑍 = 𝑋𝑋 ∩ 𝑌𝑌 ∪ (𝑋𝑋 ∩ 𝑍𝑍)
 巾等律

 𝑋𝑋 ∪ 𝑋𝑋 = 𝑋𝑋

 𝑋𝑋 ∩ 𝑋𝑋 = 𝑋𝑋
 吸収律

 𝑋𝑋 ∪ 𝑋𝑋 ∩ 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋

 X ∩ 𝑋𝑋 ∪ 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋

©Shin-ichi TADAKI
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de Morganの法則

全体集合を𝑈𝑈、その二つの部分集合を𝐴𝐴
と𝐵𝐵とする

𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵

𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵

©Shin-ichi TADAKI

18

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
集合の演算のうち、補集合に関係するものとして、de Morganの法則があります。



©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
de Morganの法則が成り立つことをVenn図を使って理解しましょう。集合の和の補集合は、二つの集合の補集合の共通部分になっています。
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
また、集合の共通部分の補集合は、それぞれの補集合の和集合となっています。



集合の族(families)

要素が集合である「集合」

例：べき集合

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
集合そのものを要素とする「集合」は、集合の族と呼び、区別します。この講義で出てくるのは、べき集合です。

集合𝐴に対して、そのべき集合 2 𝐴 は、集合𝐴の部分集合の全体のことです。



写像(mappings)または
関数(functions)

集合𝑋𝑋の各要素に、集合𝑌𝑌の要素が一つ

対応しているときに、その対応関係を写
像または関数と呼ぶ

𝑓𝑓:𝑋𝑋 → 𝑌𝑌
𝑋𝑋：定義域(domain)
𝑌𝑌：値域(range)

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
次の話題は、「写像」と「関数」です。二つの集合𝑋と𝑌を考えます。集合𝑋の各要素に、集合𝑌の要素が一つ対応しているときに、その対応関係を「写像」または「関数」と呼びます。集合𝑋を定義域、集合𝑌を地域と呼びます。「関数」は、functionという英語の音から作られた言葉であり、「関」と「数」という漢字に意味はありません。



𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦
𝑓𝑓による𝑥𝑥の像(image)

 𝑓𝑓(𝑎𝑎) 𝑎𝑎 ∈ 𝑋𝑋 ⊆ 𝑌𝑌： 𝑓𝑓による𝑋𝑋の像

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
写像𝑓によって、𝑋の要素𝑥から関係付けた𝑦=𝑓(𝑥)を𝑓による𝑥の像と言います。また、𝑋の要素の全要素の像を𝑋の像とよび、𝑌の部分集合となります。



写像の例

二次関数𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥2

𝑓𝑓:𝑅𝑅 → 𝑥𝑥 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅, 𝑥𝑥 ≥ 0

与えられた自然数を越えない最大の素
数を返す写像𝑝𝑝
𝑝𝑝:𝑁𝑁 → 𝑛𝑛 𝑛𝑛は素数

ASCII文字に対してコードを16進で返す
写像ℎ
ℎ: 𝑐𝑐 𝑐𝑐はASCII文字 → 𝑐𝑐 𝑐𝑐は2桁の16進数
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関数の例を見ましょう。
二次関数は実数から、負でない実数への写像です。
二番目の最大素数を求める写像は、自然数全体から素数の集合への写像です。
三番目は、ASCII文字から2桁の16進数への写像です。



単射、全射、全単射

単射 (injective, one-to-one)
𝑓𝑓 𝑥𝑥1 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥2 ⇒ 𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2
𝑋𝑋の異なる点には、𝑌𝑌の異なる点が対応

全射 (surjective, onto)
∀𝑦𝑦 ∈ 𝑌𝑌に対して𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦なる𝑥𝑥が存在

全単射 (bijective)
逆写像が存在する
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写像の性質を記述する用語について説明します。
写像が単射であるとは、𝑋の異なる点には、𝑌の異なる点が対応することを表します。
写像が全射であるとは、𝑌の全ての要素に𝑋の要素が対応している、つまり𝑌が𝑋の像になっていることを表します。
写像が全単射であるとは、単射であり、かつ全射である、つまり逆写像が存在することを表しています。





写像の四則演算

二つの関数𝑓𝑓と𝑔𝑔
それぞれの定義域𝐷𝐷𝑓𝑓と𝐷𝐷𝑔𝑔

 𝑓𝑓 ± 𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥 + 𝑔𝑔 𝑥𝑥 , (𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓 ∩ 𝐷𝐷𝑔𝑔)

 𝑓𝑓 × 𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥 × 𝑔𝑔 𝑥𝑥 , (𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓 ∩ 𝐷𝐷𝑔𝑔)

 𝑓𝑓/𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥
𝑔𝑔 𝑥𝑥

,
(𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓 ∩ 𝑥𝑥 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑔𝑔,𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≠ 0 )

 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 ,(𝑐𝑐は定数)
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集合の四則演算を示しておきます。それぞれの写像の像を求めた後に演算を行います。



写像の合成

三つの集合𝑋𝑋、𝑌𝑌、𝑍𝑍
二つの写像：𝑓𝑓:𝑋𝑋 → 𝑌𝑌、𝑔𝑔:𝑌𝑌 → 𝑍𝑍
合成関数

𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓:𝑋𝑋 → 𝑍𝑍
 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑔𝑔 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
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一旦、ある写像を行って像を得たのちに、さらに写像を行うのが写像の合成です。演算の順序に注意してください。



直積

値に順序がある組

例：2次元の座標

𝑛𝑛個の値の組：𝑛𝑛-tuple
(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1)
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直積とは、要素の組であって、その順序に意味があるものを差します。例えば、二次元空間の点(𝑥,𝑦)は、𝑅×𝑅という直積空間の要素です。タプルと呼ぶこともあります。
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