
命題と述語
離散数学・オートマトン

2020年後期

佐賀大学理工学部 只木進一

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
本日のテーマは、「命題」と「述語」です。



命題

言明：ある事実を述べたもの

真（true, 正しい）、偽（false, 正しくない）

命題 (proposition)：真偽が定まる言明

真理値／論理値

T (true) またはF (false)
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
「命題」とは、真偽が定まる言明のことを言います。数学では、真偽のことを真理値あるいは論理値と言います。



命題の例

1. 7は素数である：T
2. 整数の積は整数である：T

∀𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍,∀𝑦𝑦 ∈ 𝑍𝑍,∃𝑧𝑧 ∈ 𝑍𝑍 𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑧𝑧

3. 2 + 3 = 6：F
4. 任意の自然数は、1を除いて、一つまた

はそれ以上の素数の積として一意に表
すことができる(算術の基本定理)：T
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
命題の例を示します。4つのうち、3番以外は全て真です。



論理積と論理和

二つの命題𝑝𝑝と𝑞𝑞
論理積：𝑝𝑝 ∧ 𝑞𝑞

二つの命題がいずれも成り立つとき真

論理和：𝑝𝑝 ∨ 𝑞𝑞
二つの命題のいずれか一方が成り立つとき真

排他的論理和：𝑝𝑝 ⊕ 𝑞𝑞
二つの命題のいずれか一方だけが成り立つとき

真
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
命題の間に演算を定義します。論理積は、二つの命題がともに真の時だけ真となる論理和は、二つの命題の一方が真のとき、真となる排他的論理は、二つの命題の一方だけが真のとき、真となる



真理値表

𝒑𝒑 𝒒𝒒 𝒑𝒑 ∧ 𝒒𝒒 𝒑𝒑 ∨ 𝒒𝒒 𝒑𝒑⨁𝒒𝒒
F F F F F
F T F T T
T F F T T
T T T T F
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
論理演算の結果を示すものを真理値表と呼びます。前のシートの三つの演算の結果を示します。



𝑝𝑝は𝑞𝑞を含意する

𝑝𝑝が成り立つならば、𝑞𝑞が成り立つ

𝑝𝑝 ⇒ 𝑞𝑞：
𝑝𝑝を前提（仮定）、 𝑞𝑞を結論という。

「𝑝𝑝は𝑞𝑞を含意する」(𝑝𝑝 implies 𝑞𝑞)
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
「𝑝が成り立つならば、𝑞が成り立つ」とき𝑝⇒𝑞と表します。𝑝を前提（仮定）、 𝑞を結論といいます。これを「𝑝は𝑞を含意する」(𝑝 implies 𝑞)と読みます。



𝑝𝑝と𝑞𝑞は論理的に等しい

𝑝𝑝が成り立つとき、かつその時に限って、
𝑞𝑞が成り立つ

𝑝𝑝 ⇔ 𝑞𝑞
𝑝𝑝と𝑞𝑞は同値

𝑝𝑝と𝑞𝑞は論理的に等しい
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
𝑝が成り立つとき、かつその時に限って、𝑞が成り立つならば、𝑝と𝑞は、「論理的に等しい」あるいは「同値」と言います。記号では、𝑝⇔𝑞と表します。



命題の「逆(opposite)」と「対偶
(contrapositive)」

命題𝑝𝑝 ⇒ 𝑞𝑞の逆：𝑞𝑞 ⇒ 𝑝𝑝
命題𝑝𝑝 ⇒ 𝑞𝑞の対偶： ¬𝑞𝑞 ⇒ ¬𝑝𝑝

©Shin-ichi TADAKI

8

𝒑𝒑 𝒒𝒒 𝑝𝑝 ⇒ 𝑞𝑞 𝑞𝑞 ⇒ 𝑝𝑝 ¬𝑞𝑞 ⇒ ¬𝑝𝑝
F F T T T
F T T F T
T F F T F
T T T T T

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
命題𝑝⇒𝑞に対して、その逆と対偶の真理値表を見てみよう。元の命題とその逆では真理値が異なる。一方、元の命題とその対偶は真理値が等しい。つまり、命題とその対偶は同値である。



𝑝𝑝 ⇒ 𝑞𝑞 ⇔ ¬𝑝𝑝 ∨ 𝑞𝑞
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𝒑𝒑 𝒒𝒒 ¬𝑝𝑝 ¬𝑝𝑝 ∨ 𝑞𝑞 𝑝𝑝 ⇒ 𝑞𝑞
F F T T T
F T T T T
T F F F F
T T F T T

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
また、命題𝑝⇒𝑞と¬𝑝∨𝑞 も同値である。



背理法 (proof by contradiction)

命題𝑝𝑝 ⇒ 𝑞𝑞をその対偶¬𝑞𝑞 ⇒ ¬𝑝𝑝を証明
することで示す

例：合成数(1より大きい素数でない自然
数)𝑛𝑛は、 𝑛𝑛以下の素因子を持つ。

背理法で証明
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
元の命題とその対偶が同値であることを利用した証明方法が背理法である。その例として、合成数𝑛が  𝑛 以下の素因子を持つことを背理法を使って証明しよう。



合成数(1より大きい素数でない自然
数)𝑛𝑛は、 𝑛𝑛以下の素因子を持つ。

例：𝑛𝑛が 𝑛𝑛以下の素因子を持たないと仮
定。

𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑞𝑞(1 < 𝑝𝑝 ≤ 𝑞𝑞 < 𝑛𝑛)と分解

𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑞𝑞 ≥ 𝑝𝑝2 ⇒ 𝑛𝑛 ≥ 𝑝𝑝
𝑝𝑝が素数ならば、仮定と矛盾

𝑝𝑝 = 𝑟𝑟𝑟𝑟（𝑟𝑟は素数）⇒ 𝑛𝑛 ≥ 𝑝𝑝 ≥ 𝑟𝑟、仮定と矛
盾
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
対偶として、𝑛が  𝑛 以下の素因子を持たないと仮定し、矛盾を導こう。𝑛は合成数であるから、必ず二つの自然数𝑝と𝑞の積に分解することができます。ここで、𝑝≤𝑞とすると𝑛は小さいほうの因子の二乗 𝑝 2 より大きくなります。つまり、  𝑛 ≥𝑝。もしも𝑝が素数ならば、仮定と矛盾します。もしも、𝑝が素数でないならば、𝑟を素数として𝑝=𝑟𝑠と積に分解することができます。すると  𝑛 ≥𝑝≥𝑟となり、仮定と矛盾します。つまり、最初の仮定が誤っているため、  𝑛 以下の素因子を持つことを示すことができました。



以下のいずれも論理的に等しい

¬(¬𝑝𝑝)と𝑝𝑝
𝑝𝑝 ⇒ 𝑞𝑞と¬𝑝𝑝 ∨ 𝑞𝑞
(𝑝𝑝 ∧ (¬𝑞𝑞)) ⇒ 𝐹𝐹と𝑝𝑝 ⇒ 𝑞𝑞
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𝒑𝒑 𝒒𝒒 𝑝𝑝 ⇒ 𝑞𝑞 ¬𝑝𝑝 ∨ 𝑞𝑞 𝑝𝑝 ∧ (¬𝑞𝑞)
F F T T F
F T T T F
T F F F T
T T T T F

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
𝑝⇒𝑞と同値である表現には、前述の¬𝑝∨𝑞のほかに、¬(𝑝∧(¬𝑞))があります。



de Morganの法則

以下はそれぞれ論理的に等しい

¬（𝑝𝑝 ∨ 𝑞𝑞）と ¬𝑝𝑝 ∧ ¬𝑞𝑞
¬（𝑝𝑝 ∧ 𝑞𝑞）と ¬𝑝𝑝 ∨ ¬𝑞𝑞
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
集合のde Morganの法則に対応して、論理演算にもde Morganの法則があります。



述語 (predicates)

TまたはFを値とする関数を述語という

大文字の𝑃𝑃、𝑄𝑄などで表記

𝑃𝑃:𝑋𝑋0 × 𝑋𝑋1 × ⋯× 𝑋𝑋𝑛𝑛−1 → 𝑇𝑇,𝐹𝐹
𝑋𝑋0 × 𝑋𝑋1 × ⋯× 𝑋𝑋𝑛𝑛−1上の述語

𝑄𝑄:𝑋𝑋𝑛𝑛 → 𝑇𝑇,𝐹𝐹
𝑋𝑋上の𝑛𝑛変数述語

命題：変数の無い述語
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
真理値を値とする写像・関数を述語と言います。つまり、引数によって、真偽が返ってくるような言明です。逆の言い方をすると、引数の無い述語が命題となります。



述語の例

𝑃𝑃 𝑥𝑥 = �𝑇𝑇 if 𝑥𝑥 ≥ 0
𝐹𝐹 otherwise

𝑃𝑃 𝑥𝑥 : 𝑥𝑥 ≥ 0

𝑃𝑃 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 = �𝑇𝑇 if 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑧𝑧2
𝐹𝐹 otherwise

𝑃𝑃 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 : 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑧𝑧2
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
最初の例は、引数𝑥が非負の時に真となる述語です。真偽の条件を明示する表現と、真となる条件を示す方法があります。
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