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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
今日のテーマは、離散数学に関する証明で良く用いる数学的帰納法と、集合や関数に対する再帰的定義がテーマです。



自然数の定義
Peanoの公理

𝑁𝑁が以下の3つを満たすとき、 𝑁𝑁の要素を
自然数という

1. 1 ∈ 𝑁𝑁
2. 単射𝑆𝑆:𝑁𝑁 → 𝑁𝑁が存在。ただし1 ∉ 𝑆𝑆(𝑁𝑁)
3. 𝑀𝑀 ⊆ 𝑁𝑁が以下を満たすとき𝑀𝑀 = 𝑁𝑁

a. 1 ∈ 𝑀𝑀

b. 𝑆𝑆 𝑀𝑀 ⊆ 𝑀𝑀
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始めに、Peanoによる自然数の定義を見てみます。Nという集合があるとします。この集合には、1が含まれています。また、NからNへの写像Sがあります。ただし、Sによる像には1を含みません。Nの部分集合Mが、1を含み、かつMのSによる像がMの部分集合になるとき、MはNとなる。この三つを満たすとき、Nは自然数全体の集合となります。ピンときませんね。Sという写像が抽象的すぎるのです。



𝑆𝑆(𝑛𝑛)は𝑛𝑛 + 1に相当：「後者」

Peanoの2番目の公理より

a. 𝑥𝑥 ∈ 𝑁𝑁 ⇒ 𝑆𝑆 𝑥𝑥 ∈ 𝑁𝑁
b. 𝑆𝑆 𝑥𝑥 = 𝑆𝑆 𝑦𝑦 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦

 Peanoの3番目の公理

 「後者」について言及することで、全てのの
自然数について言及
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写像Sを具体化するとはっきりします。Sは次の要素に相当する写像とします。ある数xが自然数ならば、その値に1を足したものも自然数になります。また、xとyのSによる像が等しいとき、つまりx+1とy+1が等しいとき、xとyは等しくなります。Peanoの3番目の公理は、ある自然数に1を足したものについて、言及することで、自然数全体に言及できることに相当します。それが数学的帰納法です。



数学的帰納法

Peanoの3番目の公理を「数学的帰納法
の公理」と呼ぶ

𝑃𝑃 𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ∈ 𝑁𝑁に対する数学的帰納法

𝑃𝑃 1 = 𝑇𝑇：帰納法の基礎

任意に選んだ𝑘𝑘に対して𝑃𝑃 𝑘𝑘 = 𝑇𝑇を仮定

𝑃𝑃 𝑘𝑘 + 1 = 𝑇𝑇を示す
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そのため、Peanoの3番目の公理は、「数学的帰納法の公理」とも呼ばれます。ある命題Pを考えましょう。Pは、任意の整数に対する命題です。始めに、帰納法の基礎となる、Pを成立させる最小の自然数について正しいことを示します。ここでは、その最小の自然数を1と書いていますが、0であったり、2であったりします。要するに、起点を変化させるだけです。次に、任意に選んだ値kに対して、Pが成り立つとしましょう。このkの値は、具体的なものではなく、任意であることが重要です。この仮定のもとで、k+1に対してもPが成り立つことを示します。これを、帰納ステップといいます。もちろん、このときにPが正しいことを使ってはいけません。P(k)からP(k+1)を導出することで、Peanoの3番目の公理を使って、自然数全体に対して正しいことが分かります。



数学的帰納法の例

�
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛
2𝑘𝑘 + 1 = 𝑛𝑛 + 1 2,∀𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁 ∪ 0

𝑛𝑛 = 0
LHS(左辺)=∑𝑘𝑘=00 2𝑘𝑘 + 1 =1
RHS(右辺)= 0 + 1 2 = 1

∑𝑘𝑘=0𝑛𝑛 2𝑘𝑘 + 1 = 𝑛𝑛 + 1 2を𝑛𝑛に対して仮
定
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例を見ましょう。簡単な和の例です。ここでは、和の下限はゼロになっています。nの範囲が0または自然数ですので、基礎となるのはn=0の場合です。等号が成り立つことを示す必要がありますから、左辺と右辺の独立に計算して、等号がなりたつことを示します。次に、任意に選んだnについて成り立つことを仮定します。ここから、n+1に対して、命題が成り立つことを導きます。和の場合には、上限を一つ替えるだけですから、nまでの和とn+1の部分の和に分解します。nまでの和では命題が成り立つことを仮定していますから、それを使います。後は、計算するだけです。



数学的帰納法の例

 𝐴𝐴 = 0、つまり𝐴𝐴 = ∅の場合

LHS： 2∅ = ∅ = 1

RHS：2 𝐴𝐴 = 20 = 1

ある𝑘𝑘に対して、 𝐴𝐴 = 𝑘𝑘ならば成り立つと
仮定

𝐵𝐵 = 𝐴𝐴 ∪ 𝑏𝑏
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もう一つの例を示しましょう。有限集合Aを考えます。このとき、Aのべき集合の大きさが、2のべき乗であることを示しましょう。基礎となるのは、空集合です。空集合のべき集合の要素は空集合だけです。つまり、べき集合の大きさは1です。一方、2^0=1であり、等号が成り立ちます。大きさkの集合Aに対して、命題が成り立つと仮定します。新たに要素を追加した集合をBとします。



つづき

2𝐵𝐵 = 2𝐴𝐴 ∪ 𝑠𝑠 ∪ 𝑏𝑏 𝑠𝑠 ∈ 2𝐴𝐴

2𝐵𝐵の要素は、2𝐴𝐴の要素（ 2𝐴𝐴 = 2𝑘𝑘個）と、2𝐴𝐴の各
要素に𝑎𝑎を加えたもの（ 2𝐴𝐴 = 2𝑘𝑘個）の全体

 2𝐵𝐵 = 2𝑘𝑘 + 2𝑘𝑘 = 2𝑘𝑘+1

2 𝐵𝐵 = 2 𝐴𝐴 +1 = 2𝑘𝑘+1
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Bに対するべき集合は、Aのべき集合と、Aのべき集合の各要素に新たに加えた要素bを加えたものの、和集合です。Aのべき集合の大きさは2^kですから、Aのべき集合の各要素に新たに加えた要素bを加えたものの大きさも2^kです。従って、Bに対するべき集合の大きさは2^{k+1}となり、命題が成り立ちます。



累積帰納法

命題𝑃𝑃 𝑛𝑛 , 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁,𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0
1. 𝑃𝑃 𝑛𝑛0 が成りたち

2. ある𝑘𝑘に対して𝑃𝑃 𝑚𝑚 ,𝑛𝑛0 ≤ 𝑚𝑚 ≤ 𝑘𝑘が成り
立つならば𝑃𝑃 𝑘𝑘 + 1 も成り立つとき

3. 任意の𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0に対して𝑃𝑃 𝑛𝑛 が成り立つ
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数学的帰納法は、ある自然数kに対する命題を仮定して、k+1に対しても成り立つことを導きますが、命題によっては、k以下の全てについて正しいことを要請する場合があります。このような証明方法を累積帰納法と呼びます。基礎となる自然数をn_0とします。命題Pがn_0以上k以下で正しいことを仮定し、k+1でも成り立つことを導きます。



累積帰納法が正しいこと

𝑘𝑘 = 𝑛𝑛0の場合、自明

累積帰納法は正しくないと仮定

累積帰納法が正しくない最小の値を𝑛𝑛𝑓𝑓 > 𝑛𝑛0
とする

しかし、累積帰納法によって𝑛𝑛0 ≤ 𝑚𝑚 < 𝑛𝑛𝑓𝑓が
正しいことから𝑃𝑃(𝑛𝑛𝑓𝑓)が導かれ、矛盾する
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この累積帰納法は、正しい論法であることを示すことができます。基礎となるn_0の場合には、自明ですから、それ以降の部分を考えます。もしも累積帰納法が正しくないと仮定しましょう。つまり、あるn_fがあり、このとき、命題が正しくないとします。しかし、n_f-1まで命題が正しことから、n_fでも命題が正しいことが導かれます。つまり、矛盾してしまいます。



例：Fibonacci数列

Fibonacci数列は、以下の漸化式で定義

𝑓𝑓0 = 0,𝑓𝑓1 = 1,𝑓𝑓𝑛𝑛+2 = 𝑓𝑓𝑛𝑛+1 + 𝑓𝑓𝑛𝑛

𝑓𝑓𝑛𝑛 = 1
5

1+ 5
2

𝑛𝑛
− 1

5
1− 5
2

𝑛𝑛

𝑓𝑓0 = 1
5

1+ 5
2

0
− 1

5
1− 5
2

0
= 0

ある𝑛𝑛と𝑛𝑛 − 1で正しいと仮定(次シート)
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累積帰納法の例として、Fibonacci数列の表式について見ていきましょう。Fibonacci数列は、漸化式で表されますが、その値はシートのようになります。この表式が正しいことを累積帰納法で示します。n=0は簡単です。そこで、nとn-1で正しい表式であると仮定します。
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n+1に対する表式を導出します。ひたすら計算するだけです。すると、一般の表式のn+1の場合を得ることができます。



再帰的定義

可算集合や、可算集合上の関数、関係
などを、初期値と再帰手続きで定義する
もの

集合Sの再帰的定義

初期ステップ：Sの要素をいくつか列挙

再帰ステップ：Sの要素から新しい要素を導
出

限定句：上記二つのみで構成することを言明
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可算集合や、可算集合上の関数や関係などを、初期値と再帰手続きを用いて定義することを再帰的定義と言います。例えば、可算集合Sを再帰的に定義するとは最初にいくつかの要素がSの要素であると定義する次に、再帰ステップによって、Sの要素から新たな要素を定義する再帰によって生成された要素だけがSに含まれることを宣言するという過程による定義です。



例：Kleene閉包

アルファベット(記号)の集合Σから、その
Kleene閉包Σ∗を再帰的に定義

∀𝑎𝑎 ∈ Σに対して𝑎𝑎 ∈ Σ∗。また𝜖𝜖 ∈ Σ∗

∀𝑎𝑎 ∈ Σ、∀𝑥𝑥 ∈ Σ∗に対して𝑎𝑎𝑥𝑥 ∈ Σ∗
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例として、Kleene閉包の定義を見ていきます。Kleene閉包は、後で出てきます。まず、アルファベット、つまり記号の集合Σを考えます。このアルファベット及び長さゼロの文字列（εといいます）はΣ^*の要素と定義します。再帰ステップとしては、Σ^*の要素にアルファベットを連結したものはΣ^*の要素として定義します。これで、アルファベットから構成される任意の長さの文字列が全てΣ^*の要素となります。これをKleene閉包と言います。長さゼロの文字列も含むことに注意してください。



例：階乗

1. 0! = 1
2. 𝑛𝑛! = 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 − 1 !, for 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁
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今度は、関数の例です。負でない整数に対する階乗を定義しましょう。0の階乗を1と定義します。ここからある自然数nの階乗をn-1の階乗にnを乗じたものと定義します。
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