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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
今日は、「関係」と「順序」を扱います。



2項関係

集合𝐴𝐴と𝐵𝐵の直積𝐴𝐴 × 𝐵𝐵の部分集合𝑅𝑅
𝐴𝐴から𝐵𝐵への2項関係（𝐴𝐴から𝐵𝐵への関係）

𝑅𝑅:𝐴𝐴 ⇁ 𝐵𝐵
 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅： 𝑎𝑎と𝑏𝑏は𝑅𝑅の関係にある𝑎𝑎𝑅𝑅𝑏𝑏
𝑅𝑅 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 𝑎𝑎𝑅𝑅𝑏𝑏 ： 𝑎𝑎と𝑅𝑅の関係にある全体

𝑅𝑅:𝐴𝐴 ⇁ 𝐴𝐴： 𝐴𝐴の上の関係

写像、関数との違い
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
数学に限らず、様々なところで、二つのモノを結びつける関係があります。これらを二項関係と言います。二つの集合の直積、つまり二つの集合の要素に順序を付けた組の部分集合を考えます。これをAからBへの二項関係、あるいはただ単位にAからBへの関係と言います。二項関係は、写像・関数と似ていますが、定義域から値域へ一意に結び付ける必要はありません。例えば、Rが親から子への関係だとすると、一人の親に複数の子があっても構わないですね。



関係の定義域、値域

𝑅𝑅:𝑋𝑋 ⇁ 𝑌𝑌
定義域𝑋𝑋、値域𝑌𝑌
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二項関係についても、左側と定義域、右側を値域と呼ぶことにしましょう。



逆関係

𝑅𝑅−1 = (𝑏𝑏, 𝑎𝑎) 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴, 𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵, 𝑎𝑎𝑅𝑅𝑏𝑏
𝐵𝐵から𝐴𝐴への関係

𝑅𝑅−1 𝑏𝑏 = 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴 𝑎𝑎𝑅𝑅𝑏𝑏
𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵と𝑎𝑎𝑅𝑅𝑏𝑏の関係にある𝑎𝑎の全体
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二項関係の順序を入れ替えたものが、逆関係です。



例

𝑅𝑅 = a, a , a, b , a, c , b, a , (c, a) は
𝑋𝑋 = a, b, c 上の二項関係

𝑅𝑅 a = a, b, c ,𝑅𝑅 b = 𝑅𝑅(c) = a
𝑅𝑅−1 a = a, b, c , 𝑅𝑅−1 b = 𝑅𝑅−1(c) = a
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を見ましょう。三つの記号からなる集合Xを考えます。XからXへの関係Rを定めます。aからはa,b,cのいずれへも関係があります。しかし、bとcからはaへのみ関係があります。逆関係、つまり()の右から左への関係を見ましょう。aからはa,b,cのいずれへも逆関係があります。bとcからは、aへのみ逆関係があります。



例

集合𝑋𝑋上の包含関係⊆= (𝐴𝐴,𝐵𝐵) 𝐴𝐴 ⊆ 𝐵𝐵
⊆−1 𝐵𝐵 = 2𝐵𝐵: 𝐵𝐵の部分集合の族
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ある集合Xの部分集合を考えます。部分集合の間には、一般に包含関係があります。これも、二項関係の一種です。逆関係はどうなるでしょうか。Rは「AはBの部分集合」でしたから、その逆は、Bの部分集合の族、つまりBのべき集合という関係になります。



関係と関数

関係𝑅𝑅:𝑋𝑋 ⇁ 𝑌𝑌のうち、∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋に対して
𝑅𝑅(𝑥𝑥) = 1、つまり𝑥𝑥に対して一つの𝑦𝑦 ∈
𝑌𝑌が定まるとき、関数という

関数は、関係の特別な場合
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
こうしてみると、関数は関係の特殊な場合です。関係の出発点、つまり左側の要素を定めると、右側が一意に定まるのが、関数です。初回にも言いましたが、「関係」と「関数」に「関」の字が出てきますが、意味の繋がりはありません。



関係の結合

集合𝑋𝑋、𝑌𝑌、𝑍𝑍に対する関係𝑅𝑅:𝑋𝑋 ⇁ 𝑌𝑌と
𝑆𝑆:𝑌𝑌 ⇁ 𝑍𝑍

関係の結合𝑆𝑆 ∘ 𝑅𝑅:𝑋𝑋 ⇁Z
𝑆𝑆 ∘ 𝑅𝑅 = 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ 𝑋𝑋 × 𝑍𝑍 ∃𝑦𝑦 ∈ 𝑌𝑌, 𝑥𝑥𝑅𝑅𝑦𝑦 ∧ 𝑦𝑦𝑆𝑆𝑧𝑧

結合律

𝑅𝑅3 ∘ 𝑅𝑅2 ∘ 𝑅𝑅1 = 𝑅𝑅3 ∘ 𝑅𝑅2 ∘ 𝑅𝑅1

©Shin-ichi TADAKI

8

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
合成関数と同じように、関係の結合を考えます。関係RはXからYへ、関係SはYからZへ、とします。関係の結合S◦Rを、XからYを経てZへの関係とします。つまり、XからZへの関係は、仲介するようなYの要素が必要になります。



例

𝐴𝐴 = a, b, c ,𝑋𝑋 = 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾
𝑅𝑅 = a,𝛼𝛼 , a,𝛽𝛽 , b,𝛽𝛽 , c, 𝛾𝛾
𝑆𝑆 = 𝛼𝛼, a , 𝛼𝛼, b , 𝛽𝛽, b , 𝛾𝛾, a
𝑆𝑆 ∘ 𝑅𝑅 =

𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ 𝐴𝐴 × 𝐴𝐴 ∃𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋, 𝑥𝑥𝑅𝑅𝑦𝑦 ∧ 𝑦𝑦𝑆𝑆𝑧𝑧 =
a, a , a, b , b, b , c, a
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を示します。二つの集合AとXがあります。関係はRはAからXへ、関係SはXからAへのものです。関係S◦Rは、AからXを経由してAへ戻る関係です。



恒等関係、関係のべき乗

𝑅𝑅:𝐴𝐴 ⇁ 𝐴𝐴
𝑅𝑅0 = Δ𝑅𝑅 = (𝑎𝑎,𝑎𝑎) 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴 ：恒等関係

𝑅𝑅𝑛𝑛+1 = 𝑅𝑅𝑛𝑛 ∘ 𝑅𝑅：べき乗
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
Rを定義域と値域が等しい関係とします。恒等関係とは、定義域の要素そのものへの関係です。Rがどのような関係であっても、R^0は、恒等関係を表します。関係のべき乗は、関係の繰り返しを表しています。



関係の和、共通部分

定義域と値域が共通の関係𝑅𝑅, 𝑆𝑆:𝐴𝐴 ⇁ 𝐵𝐵
和𝑅𝑅 ∪ 𝑆𝑆
共通部分𝑅𝑅 ∩ 𝑆𝑆

反射推移閉包：𝑅𝑅∗ = ⋃𝑛𝑛=0
∞ 𝑅𝑅𝑛𝑛

推移閉包：𝑅𝑅+ = ⋃𝑛𝑛=1
∞ 𝑅𝑅𝑛𝑛
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
RとSが、定義域と値域が共通である関係とします。この時には、関係の和と共通部分を定義することができます。特殊な関係の和として、反射推移閉包と推移閉包を挙げておきます。



例

𝑁𝑁上の二項関係𝑛𝑛𝑅𝑅𝑛𝑛:𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛𝑅𝑅0𝑛𝑛 ⇔ 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑅𝑅1𝑛𝑛 ⇔ 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+1
𝑛𝑛𝑅𝑅2𝑛𝑛 ⇔ 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+2
𝑛𝑛𝑅𝑅𝑘𝑘𝑛𝑛 ⇔ 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑅𝑅∗𝑛𝑛 ⇔ ∃𝑘𝑘 ≥ 0,𝑛𝑛𝑅𝑅𝑘𝑘𝑛𝑛 ⇔ 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑅𝑅+𝑛𝑛 ⇔ ∃𝑘𝑘 > 0,𝑛𝑛𝑅𝑅𝑘𝑘𝑛𝑛 ⇔ 𝑛𝑛 > 𝑛𝑛

©Shin-ichi TADAKI

12

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
式で表すことができる簡単な例を見ましょう。Rは、nとmにn=m+1の関係があることを示しています。恒等関係は、同じ要素を結ぶ関係です。R^1はRそのもの、R^kはn=m+kを表します。反射的推移閉包は、nがm以上であることを表しています。



同値関係 (equivalence relation)

𝑅𝑅:𝐴𝐴 ⇁ 𝐴𝐴
反射律(reflexive)：∀𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴に対して𝑎𝑎𝑅𝑅𝑎𝑎
対称律(symmetric)：∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴に対して
𝑎𝑎𝑅𝑅𝑏𝑏 ⇔ 𝑏𝑏𝑅𝑅𝑎𝑎

推移律(transitive)：∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐴𝐴に対して
𝑎𝑎𝑅𝑅𝑏𝑏 ∧ 𝑏𝑏𝑅𝑅𝑐𝑐 ⇔ 𝑎𝑎𝑅𝑅𝑐𝑐

三つの性質を全て満たす：同値関係

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
定義域と値域が等しい関係の中には、同値関係という特殊な関係があります。普通の言葉でいうと、「同じ」という関係です。数学でいう「同じ」は、三つの法則が成り立つことを要求します。最も簡単な例は、等号です。Aを自然数の集合とします。自然数は自分自身と等しく（反射律）、aとbが等号で結ばれるならば、bとaも等号で結ばれます（対称律）。さらに、aとbが等しく、bとcが等しいならば、aとcは等しくなります（推移律）。自然数に対する等号は、あまりにも自明ですから、別の例をみましょう。



例：𝑛𝑛を法とする合同

𝑅𝑅 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦) 𝑥𝑥 ≡ 𝑦𝑦(mod 𝑛𝑛)
𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑁𝑁 ∪ {0}を𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁で除した余りが等しい

反射律：𝑥𝑥𝑅𝑅𝑥𝑥は自明

対称律：𝑥𝑥𝑅𝑅𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑅𝑅𝑥𝑥も自明

推移律：𝑥𝑥𝑅𝑅𝑦𝑦,𝑦𝑦𝑅𝑅𝑧𝑧 ⇒ 𝑥𝑥𝑅𝑅𝑧𝑧
𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑍𝑍が存在し、𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 𝑘𝑘𝑛𝑛,𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 𝑙𝑙𝑛𝑛。
従って𝑥𝑥 − 𝑧𝑧 = 𝑘𝑘 + 𝑙𝑙 𝑛𝑛
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
Rという関係は、二つの非負の整数をある自然数mで割った余りが等しいという関係です。mを法とする合同とも言います。反射律が成り立つのは自明ですね。対称律も良いでしょう。推移律だけちゃんと見ましょう。Rの関係が成り立つということは、その二つの自然数の差が法mの整数倍であることを表しています。そのことから、推移律が成り立つことが分かります。



同値類
equivalence class

集合𝐴𝐴上の同値関係𝑅𝑅によって、集合𝐴𝐴を
分ける

𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴に対して 𝑎𝑎 𝑅𝑅 = 𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴 𝑎𝑎𝑅𝑅𝑏𝑏
𝑅𝑅によって定まる𝑎𝑎と同値なものの全体

𝑎𝑎を代表元という
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
同値関係があると、集合を同値である部分集合に分割することができます。先ほどのmを法とする合同では、mで除した余りが等しい部分集合に非負の整数を分類することができます。同値関係が作る部分集合を同値類と言います。同値類を代表する要素（代表元）で表すことにします。先ほどのmを法とする合同の場合であれば、0からm-1までの値が代表元になります。



同値類の性質

集合𝐴𝐴上の同値関係𝑅𝑅
∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐴𝐴

1. 𝑎𝑎 ∈ 𝑎𝑎 𝑅𝑅

2. 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝑎𝑎 𝑅𝑅 ⇒ 𝑏𝑏𝑅𝑅𝑐𝑐
3. 𝑎𝑎𝑅𝑅𝑏𝑏 ⇔ 𝑎𝑎 𝑅𝑅 = 𝑏𝑏 𝑅𝑅

4. 𝑎𝑎 𝑅𝑅 = 𝑏𝑏 𝑅𝑅と 𝑎𝑎 𝑅𝑅 ∩ 𝑏𝑏 𝑅𝑅 = ∅のいずれか
一方だけが必ず成り立つ

5. ⋃𝑎𝑎∈𝐴𝐴 𝑎𝑎 𝑅𝑅 = 𝐴𝐴
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
同値類には、このシートにある性質がなりたちます。簡単ですから、確認してください。



例： 𝑛𝑛を法とする剰余類

𝑅𝑅 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦) 𝑥𝑥 ≡ 𝑦𝑦(mod 𝑛𝑛)
𝑛𝑛=3の場合：𝐴𝐴 = 𝑁𝑁 ∪ 0

 0 = 3𝑘𝑘
 1 = 3𝑘𝑘+1
 2 = 3𝑘𝑘+2
𝑘𝑘 ∈ 𝑁𝑁
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
3を法とする同値類の例です。



順序(order)

反対称律(anti-symmetric)
∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴に対して、𝑎𝑎𝑅𝑅𝑏𝑏 ∧ 𝑏𝑏𝑅𝑅𝑎𝑎 ⇒ 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏

大小関係≤は、反射律、推移律、反対称
律を満たす

半順序(partial order)または順序という

半順序集合：半順序を定義された集合
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
関係Rに対する反対称律とは、関係のある要素の順序を入れ替えることができるのは、二つの要素が等しい場合であることです。関係が反射律、推移律、反対称律の三つを満たすとき、その関係を「半順序」、あるいは単に「順序」と言います。実数上の等号のついた大小関係は半順序です。半順序の成り立つ集合を半順序集合と言います。



全順序 (total order)

全順序：半順序に加えて、任意の二つの
要素について比較可能であるとき

全順序集合：全順序を定義された集合
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
半順序Rの定義域Aの全ての要素の組に対して、Rで比較できるとき、その関係を「全順序」、集合を「全順序集合」と言います。



例(𝐴𝐴,𝑅𝑅)

自然数、整数、有理数、実数に対する大
小関係≤は、全順序

集合の包含関係⊆は、半順序
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
実数の任意の二つの要素には、等号付きの大小関係があります。従って、等号付き大小関係は全順序です。一方、実数の集合に対する包含関係は、任意の部分集合に対して成り立ちません。従って、半順序です。



例：𝑛𝑛,𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁に対する関係
「𝑛𝑛|𝑛𝑛:𝑛𝑛は𝑛𝑛を割り切る」は、半順序

反射律： 𝑛𝑛|𝑛𝑛は自明

推移律： 𝑛𝑛|𝑛𝑛 ∧𝑛𝑛|𝑙𝑙 ⇒ 𝑛𝑛|𝑙𝑙
(𝑛𝑛 𝑛𝑛 ⇒ 𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛,𝑛𝑛 𝑙𝑙 ⇒ 𝑙𝑙 = 𝑏𝑏𝑛𝑛) ⇒ 𝑙𝑙 =
𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑛𝑛

反対称律： 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∧ 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ⇒ 𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 ∧ 𝑛𝑛 =
𝑏𝑏𝑛𝑛 ⇒ 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏

𝑛𝑛,𝑛𝑛が互いに素の場合には、関係が成り
立たないため、全順序ではない

©Shin-ichi TADAKI
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もう一つ例を示します。n|mは、nはmを割り切るという自然数を定義域とする関係とします。これが、半順序であることを示します。反射律、推移律、反対称律が成り立つことは、各自で確認してください。任意の二つの自然数に対して、その二つが互いに素の場合には、この関係は成り立ちません。従って、全順序ではありません。
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