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佐賀大学理工学部 只木進一

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
今日は、論理とブール代数です。ブール代数は、コンピュータで論理計算をするためにも、そしてそれを回路で実現するために、重要な内容です。



命題論理
propositional logic

論理変数：TまたはFしか取らない変数

命題論理：論理変数を論理演算で結ん
だもの
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
TrueかFalseのいずれかの値しかとらない変数を論理変数と言います。プログラムの世界では、ブール変数と言います。命題論理とは、論理変数を論理演算で結んだものです。



論理式の再帰的定義

1. 𝑎𝑎 ∈ 𝑇𝑇,𝐹𝐹 ⇒ 𝑎𝑎は論理式

2. 𝐴𝐴は論理変数⇒ 𝐴𝐴は論理式

3. 𝒜𝒜とℬが論理式⇒ ¬𝒜𝒜 , 𝒜𝒜 ∧ ℬ , (
)

𝒜𝒜 ∨
ℬ , 𝒜𝒜 ⇒ ℬ , (𝒜𝒜 ⇔ ℬ)は論理式

¬𝒜𝒜 ：否定、 𝒜𝒜 ∧ ℬ ：合接・論理積、
𝒜𝒜 ∨ ℬ ：離接・論理和

©Shin-ichi TADAKI

3

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
それでは、論理式を再帰的に定義しましょう。TrueとFalseの真理値/論理値は論理式とします。TrueとFalseを値として保持する論理変数も論理式とします。論理式の否定、論理式の積、論理式の和、論理式の含意関係、論理式の同値関係も論理式とします。3番の過程を繰り返すことで、いくらでも複雑な論理式を構成することができます。



論理関数
Logical/Boolean function

論理変数𝐴𝐴0,𝐴𝐴1,⋯ ,𝐴𝐴𝑛𝑛−1を変数とする述
語：𝒜𝒜 𝐴𝐴0,𝐴𝐴1,⋯ ,𝐴𝐴𝑛𝑛−1 → 𝑇𝑇,𝐹𝐹

付値： 𝐴𝐴0,𝐴𝐴1,⋯ ,𝐴𝐴𝑛𝑛−1に具体的な値を定
めること

𝜎𝜎(𝒜𝒜)：ある付値𝜎𝜎に対する𝒜𝒜の値

恒等式 (tautology)：⊨ 𝒜𝒜
∀𝜎𝜎,𝜎𝜎 𝒜𝒜 = 𝑇𝑇

 𝒜𝒜 ↔ ℬ = 𝑇𝑇：𝒜𝒜とℬは同値
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
論理変数を変数とする関数、つまり論理変数から論理値を返す関数を論理関数といいます。プログラミングではBoole関数と呼ぶことが多いです。論理変数にTrueまたはFalseの値を設定することを「付値」と言います。どのような付値に対してもTrueとなる式は、恒等式と言います。



命題論理の性質
𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶は命題変数

巾等律：𝐴𝐴 ∧ 𝐴𝐴 ≡ 𝐴𝐴,𝐴𝐴 ∨ 𝐴𝐴 ≡ 𝐴𝐴
可換律：𝐴𝐴 ∧ 𝐵𝐵 ≡ 𝐵𝐵 ∧ 𝐴𝐴,𝐴𝐴 ∨ 𝐵𝐵 ≡ 𝐵𝐵 ∨ 𝐴𝐴
結合律：𝐴𝐴 ∧ 𝐵𝐵 ∧ 𝐶𝐶 ≡ 𝐴𝐴 ∧ 𝐵𝐵 ∧ 𝐶𝐶

𝐴𝐴 ∨ 𝐵𝐵 ∨ 𝐶𝐶 ≡ 𝐴𝐴 ∨ 𝐵𝐵 ∨ 𝐶𝐶
分配律：𝐴𝐴 ∧ 𝐵𝐵 ∨ 𝐶𝐶 ≡ 𝐴𝐴 ∧ 𝐵𝐵 ∨ 𝐴𝐴 ∧ 𝐶𝐶

𝐴𝐴 ∨ 𝐵𝐵 ∧ 𝐶𝐶 ≡ 𝐴𝐴 ∨ 𝐵𝐵 ∧ 𝐴𝐴 ∨ 𝐶𝐶
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
命題変数には、このページから次とその次のページの規則が成り立ちます。ここの4つは、加法と乗法に関する法則と同じ形をしています。



吸収律： 𝐴𝐴 ∧ 𝐵𝐵 ∨ 𝐴𝐴 ≡ 𝐴𝐴,
𝐴𝐴 ∨ 𝐵𝐵 ∧ 𝐴𝐴 ≡ 𝐴𝐴

de Morgan：¬ 𝐴𝐴 ∧ 𝐵𝐵 ≡ ¬𝐴𝐴 ∨ ¬𝐵𝐵,
¬ 𝐴𝐴 ∨ 𝐵𝐵 ≡ ¬𝐴𝐴 ∧ ¬𝐵𝐵

二重否定：¬ ¬𝐴𝐴 ≡ 𝐴𝐴
𝐴𝐴 ↔ 𝐵𝐵 ≡ 𝐴𝐴 → 𝐵𝐵 ∧ 𝐵𝐵 → 𝐴𝐴
𝐴𝐴 → 𝐵𝐵 ≡ ¬𝐴𝐴 ∨ 𝐵𝐵
𝐴𝐴 → 𝐵𝐵 ≡ ¬𝐵𝐵 → ¬𝐴𝐴

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
吸収律は、よく見ると理解できますね。これまで出てきたものも混じっています。



排中律：𝐴𝐴 ∨ ¬𝐴𝐴 ≡ 𝑇𝑇
矛盾律：𝐴𝐴 ∧ ¬𝐴𝐴 ≡ 𝐹𝐹
三段論法：⊨ 𝐴𝐴 → 𝐵𝐵 ∧ 𝐵𝐵 → 𝐶𝐶 →

(𝐴𝐴 → 𝐶𝐶)
𝐴𝐴 ∨ 𝑇𝑇 ≡ 𝑇𝑇,𝐴𝐴 ∧ 𝑇𝑇 ≡ 𝐴𝐴,

𝐴𝐴 ∨ 𝐹𝐹 ≡ 𝐴𝐴,𝐴𝐴 ∧ 𝐹𝐹 ≡ 𝐹𝐹

©Shin-ichi TADAKI
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標準形

NAND：𝐴𝐴 ↑ 𝐵𝐵 ≡ ¬ 𝐴𝐴 ∧ 𝐵𝐵
NOR：𝐴𝐴 ↓ 𝐵𝐵 ≡ ¬ 𝐴𝐴 ∨ 𝐵𝐵
任意の論理式と同値な以下の論理式が存

在
1. ¬と∧しか含まない

2. ¬と∨しか含まない

3. ¬と→しか含まない

4. ↑しか含まない

5. ↓しか含まない

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ここまで、論理演算に対して、論理和、論理積、そして否定の3種類が出てきました。さらに、論理積の否定であるNAND、論理和の否定であるNORを定義しましょう。5種類定義しましたが、そのうちの二つで任意の論理式と同値の式を書くことができます。ここで、最後の二つに注目してください。どんな論理式であっても、NANDだけ、あるいはNORだけで書くことができます。



標準形：証明

1. 𝑝𝑝 ∨ 𝑞𝑞 ≡ ¬ ¬𝑝𝑝 ∧ ¬𝑞𝑞
2. 𝑝𝑝 ∧ 𝑞𝑞 ≡ ¬ ¬𝑝𝑝 ∨ ¬𝑞𝑞
3. 𝑝𝑝 ∧ 𝑞𝑞 ≡ ¬¬𝑝𝑝 ∨ 𝑞𝑞 ≡ ¬𝑝𝑝 → 𝑞𝑞,          

𝑝𝑝 ∨ 𝑞𝑞 ≡ ¬ ¬𝑝𝑝 ∨ ¬𝑞𝑞 ≡ ¬ 𝑝𝑝 → ¬𝑞𝑞
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9

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
証明を見ていきます。論理和、論理積、否定が表現できることを示せば十分です。最初の二つは、de Morganの法則を使っています。3番目は、pならばqを論理和で表現して、当てはめます。



標準形：証明

4. ¬𝑝𝑝 ≡ ¬ 𝑝𝑝 ∧ 𝑝𝑝 ≡ 𝑝𝑝 ↑ 𝑝𝑝,                         
𝑝𝑝 ∨ 𝑞𝑞 ≡ ¬ ¬𝑝𝑝 ∧ ¬𝑞𝑞 ≡ ¬�

�
𝑝𝑝 ↑ 𝑝𝑝 ∧

𝑞𝑞 ↑ 𝑞𝑞 ≡ 𝑝𝑝 ↑ 𝑝𝑝 ↑ 𝑞𝑞 ↑ 𝑞𝑞
𝑝𝑝 ∧ 𝑞𝑞は、2を使用
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
任意の論理式がNANDだけで書けるというのは、すこし不思議ですが、示すことができます。最初が、否定、次は論理和がNANDだけで表されることを示しています。論理積は論理和と否定で構成できますから、NANDだけで表現できます。



標準形：証明

5. ¬𝑝𝑝 ≡ ¬ 𝑝𝑝 ∨ 𝑝𝑝 ≡ 𝑝𝑝 ↓ 𝑝𝑝,                         
𝑝𝑝 ∧ 𝑞𝑞 ≡ 𝑝𝑝 ↓ 𝑝𝑝 ↓ 𝑞𝑞 ↓ 𝑞𝑞
𝑝𝑝 ∨ 𝑞𝑞は、1を使用
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
同様に、NORだけで表現できることを示します。



ブール代数

1ビットに対して、0 → 𝐹𝐹, 1 → 𝑇𝑇という対応
を付ける

{0,1}：ブール変数

+↔∨,⋅↔∧, ↔ ¬

基本積

同じ変数を一回のみ含む積

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
コンピュータは、内部の演算を0と1で行っています。二進数一桁をビットと言います。このビットにTrueとFalseを結びつけ、ブール変数と呼びます。論理和、論理積、否定に別の記号を割り当てます。こうすることで、あたかも通常の演算のように論理式を書き下すことができます。普通の掛け算と違うことの一つに、同じ変数の二回以上の積があります。一つの論理変数を何度も論理積をとっても、真理値は変わりません。そこで、論理積の中に、一つの論理変数が一度だけしか出てこない形にしたものを「基本積」と言います。



論理回路

ブール代数に対応した回路

©Shin-ichi TADAKI

13

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
論理式を回路として表現したものが論理回路です。ここには、5つの基本演算を示します。否定は、単に◦で表すことにします。
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14 より少数の基本積へ
𝑧𝑧 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎�𝑎𝑎 + �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
= 𝑎𝑎 + �𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎�𝑎𝑎
= 𝑎𝑎�𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を示します。黒い丸は、接続していることを表しています。少し複雑な回路に見えますが、元の論理式を基本積を使って整理すると、簡単になります。次のシートに対応した論理回路を示します。
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𝑧𝑧 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + �𝑎𝑎 𝑎𝑎 + ̅𝑎𝑎
= 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ̅𝑎𝑎 + 𝑎𝑎�𝑎𝑎 + �𝑎𝑎 ̅𝑎𝑎
= 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 0 + 0 + �𝑎𝑎 ̅𝑎𝑎
= 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + �𝑎𝑎 ̅𝑎𝑎

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
もう一つ例を示します。



カルノー図
Karnaugh maps

ブール表現を最小化する道具

各区画は、基本積

隣接する区画の基本積は一文字違い

隣接する区画をまとめる

©Shin-ichi TADAKI

17

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
論理式を整理する道具として、カルノー図があります。各区画に基本積を書きます。ただし、隣接する区画に入る基本積は、変数が一つだけ違うように配置します。このようにすると、隣接する区画をまとめることで、論理式を簡単にすることができます。



2変数カルノー図

©Shin-ichi TADAKI
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𝒚𝒚 𝒚𝒚
𝒙𝒙 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥
𝒙𝒙 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥

𝒚𝒚 𝒚𝒚
𝒙𝒙 ✓ ✓

𝒙𝒙

𝒚𝒚 𝒚𝒚
𝒙𝒙 ✓

𝒙𝒙 ✓ ✓

𝐸𝐸 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 �𝑥𝑥
= x y + �y
= x

𝐸𝐸 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 + �̅�𝑥𝑥𝑥 + �̅�𝑥 �𝑥𝑥
= 𝑥𝑥𝑥𝑥 + �̅�𝑥𝑥𝑥 + �x𝑥𝑥 + �̅�𝑥 �𝑥𝑥
= 𝑥𝑥 + �̅�𝑥 𝑥𝑥 + �̅�𝑥 𝑥𝑥 + �𝑥𝑥
= �̅�𝑥 + 𝑥𝑥

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二変数のカルノー図です。一番上には、二つの変数に対する基本積を配置しています。1番目の例では、横に並んだ区画をまとめると常にTrueになることから、表現を簡単にすることができます。2番目の例では、横に並んだ区画と縦に並んだ区画をそれぞれまとめています。



3変数カルノー図

©Shin-ichi TADAKI
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𝒚𝒚𝒚𝒚 𝒚𝒚𝒚𝒚 𝒚𝒚𝒚𝒚 𝒚𝒚𝒚𝒚

𝒙𝒙 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑧𝑧 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑧𝑧 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑧𝑧 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑧𝑧
𝒙𝒙 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑧𝑧 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑧𝑧 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑧𝑧 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑧𝑧

𝒚𝒚𝒚𝒚 𝒚𝒚𝒚𝒚 𝒚𝒚𝒚𝒚 𝒚𝒚𝒚𝒚
𝒙𝒙 ✓ ✓

𝒙𝒙

𝒚𝒚𝒚𝒚 𝒚𝒚𝒚𝒚 𝒚𝒚𝒚𝒚 𝒚𝒚𝒚𝒚
𝒙𝒙 ✓ ✓

𝒙𝒙 ✓ ✓

𝑧𝑧 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑧𝑧 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 ̅𝑧𝑧
= 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧𝑧 + ̅𝑧𝑧
= 𝑥𝑥𝑥𝑥

𝐸𝐸 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 ̅𝑧𝑧 + 𝑥𝑥 �𝑥𝑥 ̅𝑧𝑧 + �̅�𝑥𝑥𝑥 ̅𝑧𝑧 + �̅�𝑥 �𝑥𝑥 ̅𝑧𝑧
= 𝑥𝑥 𝑥𝑥 + �𝑥𝑥 ̅𝑧𝑧 + �̅�𝑥 𝑥𝑥 + �𝑥𝑥 ̅𝑧𝑧
= 𝑥𝑥 ̅𝑧𝑧 + �̅�𝑥 ̅𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + �̅�𝑥 ̅𝑧𝑧 = ̅𝑧𝑧

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
3変数の場合です。
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