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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
今週から5回は、グラフを扱います。グラフは、関係や順序を図示する手段であり、計算機科学では頻繁に利用します。



グラフとは

日常用語ではネットワーク

インターネット

ヒトの繋がり

交通網

作業手順

要素の繋がり方に注目
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
グラフは、日常的な用語ではネットワークとも言います。インターネットのように、ネットワークそのものもありますが、人の繋がりや交通網、作業の手順などもグラフです。グラフ理論という数学の分野では、グラフとネットワークを区別することがあります。要素の繋がりに注目している場合には、グラフと言い、繋がり方に属性が付いている場合にはネットワークと言います。しばらくは、グラフという用語を使います。



グラフの定義

グラフ𝐺𝐺 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸)
頂点(node)の集合𝑉𝑉
辺(edge)の集合𝐸𝐸

頂点𝑢𝑢と𝑣𝑣を結ぶ辺𝑒𝑒 = 𝑢𝑢, 𝑣𝑣

頂点𝑢𝑢と𝑣𝑣を辺𝑒𝑒の端点という
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
グラフは、頂点の集合と辺の集合で定義します。頂点は、nodeともvertexとも言います。この講義では、頂点の集合をVと表すことにします。辺は、その両端の頂点を使って定義します。辺の両端を端点とも言います。辺は、edge、arc、あるいはlinkなどとも言います。この講義では辺の集合をEと表すことにします。



グラフの定義

無向グラフ(non-directed graphs)
辺に向きの無いグラフ

𝜕𝜕:𝐸𝐸 → 𝑉𝑉 × 𝑉𝑉：辺から端点への写像

有向グラフ(directed graphs)
辺に向きの有るグラフ

𝜕𝜕+:𝐸𝐸 → 𝑉𝑉：始点、𝜕𝜕−:𝐸𝐸 → 𝑉𝑉：終点

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
辺には、向きがある場合と無い場合があります。辺に向きのないグラフを無向グラフと言います。偏微分の記号を使って、辺から両端の頂点への写像を表すことにします。辺に向きのあるグラフを有向グラフと言います。上にプラスが付いた写像は、辺から始点への写像です。マイナスが付いたのは、終点への写像です。



©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を見ましょう。頂点が4つある有向グラフです。辺から頂点への写像に注意してください。
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𝑣𝑣0

𝑣𝑣1 𝑣𝑣2

𝑣𝑣3

𝑒𝑒0 𝑒𝑒1

𝑒𝑒2

𝑒𝑒3

𝑒𝑒4 𝑒𝑒5

𝑒𝑒6
孤立辺

並列辺

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
この有向グラフを見てください。頂点3から2に向けて、二つの辺が並行して出ています。このような辺の組を「並行辺」と言います。頂点3からは頂点3に戻る辺があります。このような辺を「孤立辺」と言います。



グラフの定義２

無向グラフ(non-directed graphs)
𝛿𝛿:𝑉𝑉 → 2𝐸𝐸：頂点から辺の集合

有向グラフ(directed graphs)
𝛿𝛿+:𝑉𝑉 → 2𝐸𝐸：頂点を始点とする辺の集合

𝛿𝛿−:𝑉𝑉 → 2𝐸𝐸：頂点を終点とする辺の集合

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
グラフの別の定義方法を見ましょう。先ほど出てきた、偏微分のような記号は、辺から辺、または辺の組への写像でした。ここに出てくるデルタは、頂点から辺の集合への写像です。無向グラフでは、頂点に対して、そこに接続している辺の集合への写像を表します。有向グラフでは、頂点に対して、そこを始点とする辺への集合と、そこを終点とする辺への集合を表す写像が必要になります。



©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
先ほどのグラフを、別の表現で表しましょう。



次数(degree)

無向グラフ

頂点𝑣𝑣を始点とする辺：𝛿𝛿:𝑉𝑉 → 2𝐸𝐸

頂点𝑣𝑣の次数 𝛿𝛿𝑣𝑣

有向グラフ

頂点𝑣𝑣を始点とする辺：𝛿𝛿+:𝑉𝑉 → 2𝐸𝐸

頂点𝑣𝑣を終点とする辺：𝛿𝛿−:𝑉𝑉 → 2𝐸𝐸

頂点𝑣𝑣の正次数 𝛿𝛿+𝑣𝑣 、負次数 𝛿𝛿−𝑣𝑣

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
無向グラフでは、デルタで、頂点に接続している弧の集合への写像を表します。頂点の次数とは、その頂点に接続している辺の数です。有向グラフでは、始点と終点を区別します。頂点の正次数とは、その頂点を始点とする辺の数です。負次数は、その頂点を終点とする辺の数です。単に、「次数」というときは、正次数と負次数の和を表すことがあります。



完全グラフ
Complete Graphs

©Shin-ichi TADAKI
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完全グラフ (Complete Graph)
全ての頂点の組に辺が存在

𝐾𝐾4

𝐾𝐾5

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
無向グラフには、完全グラフと正則グラフという特別なグラフがあります。完全グラフは、全ての頂点の組を辺で結んだものです。ドイツ語のKompleteをとって、K_4、K_5と表現します。



正則グラフ
Regular Graphs

©Shin-ichi TADAKI
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正則グラフ (Regular Graph)
全ての頂点の次数が等しい

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
正則グラフは、全ての頂点の次数が等しい、つまり各頂点に接続する辺の数が一定のものです。



二部グラフ
Bipartite

©Shin-ichi TADAKI
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頂点が二つの集合に分かれている
集合内の辺が無い

https://oracleofbacon.org/

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二部グラフとは、二種類の頂点からなるグラフで、同一種類の頂点間には辺のないものです。例えば、左側が俳優を表す頂点、右側が映画を表す頂点とすると、辺は俳優が映画に出演する関係を表します。このグラフから、俳優同士が共演経験があることを表すグラフを取り出すことができます。リンクの先にあるのは、ハリウッド俳優の共演関係のグラフを検索するサイトです。



完全二部グラフ

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
完全二部グラフは、二部グラフのうち、図のように、左の各頂点が右の各頂点と結ばれているものです。



木
Tree

©Shin-ichi TADAKI

14

閉路の無いグラフ
有向と無向がある

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
木も特別なグラフです。ここでは無向の木を表示します。木を逆さにした形になっています。辺を辿って元の頂点に戻る閉路が無いものが木です。一番上の頂点を「根」と呼びます。一番下、それよりも下に頂点が無い頂点を「葉」と呼びます。無向木の場合、どの頂点を「根」とすることができます。確かめてみましょう。



Euler閉路 (一筆書き)

「Königsbergの橋」：Graph理論の端緒

Leonhard Euler (1707-1783)

無向グラフに対して、全ての辺を一度ず
つ通り、元の頂点に戻る道を見つける

全ての頂点の次数が偶数の場合のみ、
Euler閉路が存在する

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
今日は、無向グラフの閉路について、もう少し見ていきましょう。18世紀の偉大な数学者Euler（オイラー）は、当時のプロイセンのKönigsbergに住んでいました。現在のロシア共和国のKaliningradです。そこにかかる橋をめぐる問題が、グラフ理論の端緒になったと言われています。一筆書きは、全ての辺を一度ずつ通り、元の頂点に戻る道を見つける問題です。EulerにちなんでEuler閉路と呼びます。Euler閉路がある無向グラフの頂点は簡単です。全ての頂点の次数が偶数であるとき、かつその場合のみ、Euler閉路が存在します。「Königsbergの橋」問題には、Euler閉路は存在しません。

https://www.britannica.com/science/Konigsberg-bridge-problem


©Shin-ichi TADAKI
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𝑣𝑣1

𝑣𝑣3 𝑣𝑣4

𝑣𝑣2

𝑒𝑒0 𝑒𝑒1
𝑒𝑒2

𝑒𝑒3𝑒𝑒4
𝑒𝑒5 𝑒𝑒6

𝑣𝑣0

𝑒𝑒0 → 𝑒𝑒4 → 𝑒𝑒5 → 𝑒𝑒2 → 𝑒𝑒3 → 𝑒𝑒6 → 𝑒𝑒1

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を見ましょう。この無向グラフの全ての頂点の次数は偶数です。例えば、右下に示したようなEuler閉路があります。



Euler閉路列挙のアルゴリズム

©Shin-ichi TADAKI
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1. //𝐸𝐸Euler：経由した辺のリスト、初期値𝐸𝐸Euler = ∅
2. // 𝑟𝑟：始点
3. enumerateEuler(𝑣𝑣,𝐸𝐸Euler){
4. if ( (𝑣𝑣 == 𝑟𝑟) ∧ 𝐸𝐸Euler == 𝐸𝐸 ){
5. 見つけたEuler閉路𝐸𝐸Eulerを保存
6. } else {
7. forall ( 𝑒𝑒 ∈ 𝛿𝛿𝑣𝑣 ){//𝑣𝑣に接続する全ての辺
8. if ( 𝑒𝑒 ∉ 𝐸𝐸Euler) {
9. 𝐸𝐸′Euler = 𝐸𝐸Euler ∪ 𝑒𝑒
10. 𝑤𝑤 = 𝜕𝜕𝑒𝑒 ∖ 𝑣𝑣 //辺𝑒𝑒の𝑣𝑣と反対の端点
11. enumerateEuler(𝑤𝑤,𝐸𝐸′Euler)
12. }
13. }
14. }
15.}

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
Euler閉路の例を見つけるのではなく、全てのEuler閉路を見つけることを考えよう。これを列挙と言います。再帰的なアルゴリズムを示します。始点rから開始して、頂点vに居るとします。ここまで経由した辺の列をEにEulerという添え字で表します。現在の頂点が始点と同じであって、経由した辺の数がグラフの辺の数と同じであれば、Euler閉路ができたことになります。この場合は、その閉路を保存しておきます（5行目）。Euler閉路が出来ていない場合には、現在の頂点から出ている全ての辺(7行目)について、調べます。その辺がこれまで経由していないものである場合には、新しいリストに、その辺を追加し、その辺の反対側の頂点wについて再帰します(11行目)。



列挙の結果

©Shin-ichi TADAKI
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𝑣𝑣1

𝑣𝑣3 𝑣𝑣4

𝑣𝑣2
𝑒𝑒0 𝑒𝑒1

𝑒𝑒2
𝑒𝑒3𝑒𝑒4 𝑒𝑒5 𝑒𝑒6

𝑣𝑣0

['e0', 'e2', 'e5', 'e3', 'e4', 'e6', 'e1']
['e0', 'e2', 'e6', 'e4', 'e3', 'e5', 'e1']
['e0', 'e3', 'e5', 'e2', 'e4', 'e6', 'e1']
['e0', 'e3', 'e5', 'e6', 'e4', 'e2', 'e1']
['e0', 'e4', 'e6', 'e2', 'e3', 'e5', 'e1']
['e0', 'e4', 'e6', 'e5', 'e3', 'e2', 'e1']
['e1', 'e2', 'e3', 'e5', 'e6', 'e4', 'e0']
['e1', 'e2', 'e4', 'e6', 'e5', 'e3', 'e0']
['e1', 'e5', 'e3', 'e2', 'e6', 'e4', 'e0']
['e1', 'e5', 'e3', 'e4', 'e6', 'e2', 'e0']
['e1', 'e6', 'e4', 'e2', 'e5', 'e3', 'e0']
['e1', 'e6', 'e4', 'e3', 'e5', 'e2', 'e0']

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
列挙の結果を示します。反対周りも数えています。全部で12個あります。



Hamilton閉路

無向グラフに対して、全ての頂点を一度
ずつ経由して、始点に戻る閉路

巡回セールスマン問題等で必要となる

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
もう一つの重要な閉路が、Hamilton閉路です。無向グラフで、全ての頂点を一度ずつ経由して始点に戻る閉路のことです。計算機科学の重要な問題の一つに巡回セールスマン問題があります。セールスマンが、担当するすべての都市を一度ずつ訪問して、出発点に戻る経路のうち、最短あるいは経費の最も安い経路を求める問題です。距離や経費を求めるためには、一旦、Hamilton閉路を求める必要があります。



©Shin-ichi TADAKI
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𝑣𝑣1

𝑣𝑣3 𝑣𝑣4

𝑣𝑣2

𝑒𝑒0 𝑒𝑒1
𝑒𝑒2

𝑒𝑒3𝑒𝑒4
𝑒𝑒5 𝑒𝑒6

𝑣𝑣0

𝑒𝑒7

𝑣𝑣0 → 𝑣𝑣1 → 𝑣𝑣4 → 𝑣𝑣3 → 𝑣𝑣2 → 𝑣𝑣0

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を見ましょう。このグラフには、右下のようなHamilton閉路があります。



Hamilton閉路列挙のアルゴリズ
ム

©Shin-ichi TADAKI
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1. //𝑉𝑉Hamilton：経由した頂点のリスト、初期値𝑉𝑉Hamilton = ｒ
2. // 𝑟𝑟：始点
3. enumerateHamilton(𝑣𝑣,𝑉𝑉Hamilton){
4. forall ( 𝑒𝑒 ∈ 𝛿𝛿𝑣𝑣 ){//𝑣𝑣に接続する全ての辺
5. 𝑤𝑤 = 𝜕𝜕𝑒𝑒 ∖ 𝑣𝑣 //辺𝑒𝑒の𝑣𝑣と反対の端点
6. if ( (𝑤𝑤 == 𝑟𝑟) ∧ 𝑉𝑉Hamilton == 𝑉𝑉 ){
7. 見つけたHamilton閉路𝑉𝑉Hamiltonを保存
8. } else {
9. if ( 𝑤𝑤 ∉ 𝑉𝑉Hamilton ){
10. 𝑉𝑉′Hamilton = 𝑉𝑉Hamilton ∪ 𝑤𝑤
11. enumerateHamilton(𝑤𝑤,𝑉𝑉′Hamilton)
12. }
13. }
14. }
15.}

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
Hamilton閉路の列挙アルゴリズムです。Euler閉路の場合には、辺のリストを管理しましたが、頂点のリストを管理することにします。始点rから頂点を巡って、頂点vに居るとします。経由した頂点のリストをVにHamiltonという添え字で表します(3行目)。現在の頂点から出る各辺について見ていきます(4行目)。辺の反対側の頂点wが始点rであって、経由してきた頂点の数とグラフの頂点の数が等しい場合には、Hamilton閉路が出来ていると判断して、それを保存します(7行目)。まだ閉路が出来ていない場合、頂点wが未訪問であるときには、その頂点を新たに加えた訪問済み頂点のリストを持って、再帰します(11行目)。



列挙の結果

©Shin-ichi TADAKI
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𝑣𝑣1

𝑣𝑣3 𝑣𝑣4

𝑣𝑣2
𝑒𝑒0 𝑒𝑒1

𝑒𝑒2
𝑒𝑒3𝑒𝑒4 𝑒𝑒5 𝑒𝑒6

𝑣𝑣0

𝑒𝑒7

['v0', 'v1', 'v3', 'v4', 'v2']
['v0', 'v1', 'v4', 'v3', 'v2']
['v0', 'v2', 'v3', 'v4', 'v1']
['v0', 'v2', 'v4', 'v3', 'v1']

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
列挙の結果です。反対周りを含めて、4つしかありません。
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