
最小木
離散数学・オートマトン

2020年後期

佐賀大学理工学部 只木進一

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
グラフに対して、辺に属性、特に数値が対応しているものを、ネットワークと言います。今回は、ネットワークに対して、最小木を求める方法を説明します。



ネットワーク
Network

グラフの各辺に数値が対応したものを
ネットワークと呼ぶ

今日は、無向グラフの各辺に正の「重
み」があるものを扱う

2

©Shin-ichi TADAKI

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
グラフの辺に、数値の属性が付いたものをネットワークと言います。今回扱うのは、無向グラフの各辺に、「重み」という正の値が付いているものです。



例：最安の連絡経路3

10 10

5
20 5

20
8

8
25

7

15

25

15

A

Aから全員に最も安
く連絡する経路
総経費を考える

経路の経費が
定義されている

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
この図は、8人の人の繋がりを表しています。数値は、人と人の間のコミュニケーションのコストだと思ってください。通信費用かもしれませんし、メンタルなコストかもしれません。この人のネットワークで、左上のAから全員に最もコストの小さい連絡経路を作ることを考えましょう。一人の人には、一度だけ伝えることにします。



例：最安の連絡経路：解4
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
コストの最小の経路は、図のようになります。これを最小木と呼びます。辺の重みを定義した無向グラフに対して、その最小木を求める問題を「最小木問題」と呼びます。一種の最適化問題です。



最小木の応用例

連絡網

油井のネットワーク

積出港へのパイプの長さを最小に

組織内のネットワーク配線
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
今日扱う最小木問題は、様々なところに現れます。先ほど示した連絡網だけではありません。原油を採掘する井戸である油井から、原油積出港へのパイプを最小化する問題も同じ問題です。組織や敷地内にネットワークを配線する場合も、その距離を短くする問題となります。



Jarník-Prim法

始点から開始して、連結した頂点の数を
増やす

構成途中でも木になっている

構成途中の木から、未連結の頂点への
辺のうちの重み最小の辺を選んで、枝を
伸ばす

6

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
最小木を求める方法の一つであるJarník-Prim法を紹介しましょう。この方法では、始点から連結した頂点の数を次第に増やしていきます。つまり、最初から最後まで、始点を根とする木の形を保っています。どのように枝を伸ばすかをおおざっぱに説明しておきます。Jarník-Prim法では、各段階で、構成途中の木から未接続の頂点への辺のうち、最も辺の重みが小さいものを選び、枝を伸ばしていきます。つまり、各時点で重みの増加を最小にするという手法です。



Jarník-Primアルゴリズム7

1. 任意の頂点𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉を選び、𝑈𝑈 = {𝑣𝑣}、𝑇𝑇 = ∅とする

2. while ( 𝑈𝑈 ≠ 𝑉𝑉 ) {
3. 𝑈𝑈と𝑉𝑉 ∖ 𝑈𝑈を結ぶ辺のうち、最小の重みのものを𝑒𝑒とする

4. 𝑒𝑒の𝑉𝑉 ∖ 𝑈𝑈側の端点を𝑤𝑤とする

5. 𝑈𝑈 ← 𝑈𝑈 ∪ 𝑤𝑤
6. 𝑇𝑇 ← 𝑇𝑇 ∪ 𝑎𝑎
7. }

𝑈𝑈は、𝑇𝑇を構成する頂点

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
Jarník-Primアルゴリズムを見ておきましょう。Vをグラフ全体の頂点の集合とします。Tは、最終的に最小木となる弧の集合です。Uは、Tが連結している頂点の集合です。始点をvとすると、Uの初期値はvだけが要素です。Uに全ての頂点が入るまで2行目から7行目までのループを繰り返します。Uとそれ以外を結ぶ辺のうち、最小の重みの辺eを加えます。eのU以外側の端点をとし、Uに加えます。



例18
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
それでは、例を見ていきましょう。頂点には、単に数字だけを書いています。辺についている数値が重みです。��始点を頂点0とします。集合Uには、この頂点だけが入っています。Uからそれ以外への辺の中で重みが一番小さいのは、頂点0から2への辺です。



例1：途中プロセス9
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
頂点０と2が集合Uに入りました。Uとそれ以外を結ぶ辺のうちで、重み最小なものは、頂点2から1への辺です。



例1：途中プロセス10
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
Uとそれ以外を結ぶ最小の重みの辺は頂点1から5への辺です。



例1：途中プロセス11
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
次にUとそれ以外を結ぶ最小の重みの辺は、二つありますが、頂点5から4を結ぶ辺を採用しましょう。



例1：途中プロセス12
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
次は、頂点5から8への辺を採用します。



例1：途中プロセス13
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
次は、頂点８から9ですね。



例1：途中プロセス14
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
頂点9から3へ。



例1：途中プロセス15
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
頂点3から6へ。



例1：途中プロセス16
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
最後に頂点8から7へ。



例1：途中プロセス17
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
これで、Uに全ての頂点が入り。終了です。



例1：解18

0

9

2

5

7

84

1 6

3
3

3

2

1
5

2
1

1 1

3

3 2

1

2

1

1

2

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
これが解です。最小になっているかを、ざっくりと確認しましょう。重みが1の辺は全て使ってしまいました。従って、重み1の辺を他の辺と入れ替えると、必ず重みが大きくなります。重み2の辺は2箇所あります。頂点0と2を結ぶ辺を使わずに全体が木になるためには、頂点0を頂点1か3と結ばなければなりません。重みが3と増加してしまいますね。また、頂点8と7を結ぶ辺を使わずに全体を木とするには、頂点7と4を結ばなければなりません。また、重みが増加します。つまり、解として得た木は、最小であることが分かります。



例219
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
もう一つの例です。説明は省略します。各自、確認してください。



例2：途中プロセス20
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例2：途中プロセス21
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例2：途中プロセス22
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例2：途中プロセス23
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例2：途中プロセス24

0

8

2

5

974

1 6

3
5

3
2

1 3

3
1

2
1

3

2

2

4

1

2

3

2

2

U



例2：途中プロセス25
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例2：途中プロセス26
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例2：途中プロセス27
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例2：解28
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