
最短経路
離散数学・オートマトン

2020年後期

佐賀大学理工学部 只木進一

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
前回は、辺についている数値を「重み」と考えて、最小木を求めました。今回は、数値を「距離」と考えて、最短経路を求めましょう。



最短経路問題とは

有向ネットワーク

各辺に距離・コスト (正の実数)

 始点から終点までの最短有向道を見つ
ける

辺の向きがそろった道

距離・コストの組み合わせ最適化問題
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
有向ネットワークを考えます。各辺に向きがあるとともに、距離やコストに相当する正の実数が付いているとします。この中に、予め指定した始点から終点への最短有向道を見つけます。つまり、距離やコストが最小となる辺の向きが揃った道を見つけます。始点から終点への有向道の中から、最適な道、つまり辺の列を見つける問題ですから、組合せ最適化問題の一種です。
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すべての弧の距離が同じならば
幅優先探索で十分
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
辺の長さがすべて同じならば、距離は移動回数の定数倍にしかなりません。その場合には、幅優先探索で最短経路を見つけることができます。
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幅優先探索ではダメな理由4

弧の長さがばらばらの値

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
幅優先探索は簡単ですが、辺の長さが一定でない場合には、最短経路を見つける方法として使うことができません。



幅優先探索では5

• 𝑣𝑣4 への経路が𝑣𝑣0 → 𝑣𝑣1 → 𝑣𝑣4となり、距離が5
• しかし、経路𝑣𝑣0 → 𝑣𝑣1 → 𝑣𝑣3 → 𝑣𝑣4のほうが距離4
• 頂点の移動数が多くても、距離の短い道がある
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
始点 𝑣 0 から終点 𝑣 4 への経路について見てみましょう。幅優先探索では移動回数が2回である 𝑣 0 → 𝑣 1 → 𝑣 4 を見つけます。この道の距離は5です。一方、 𝑣 0 → 𝑣 1 → 𝑣 3 → 𝑣 4 は、移動回数が3回ですが、距離は4です。このように、移動回数が多くても、距離の短い道がある場合があります。



Dijkstra法：初期化6

𝑈𝑈を𝑝𝑝(𝑤𝑤)によるヒープとして実装すると効率的

𝑈𝑈 = 𝑣𝑣0
𝑊𝑊 = ∅
𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0
𝑝𝑝 𝑢𝑢 = +∞ ∀𝑢𝑢 ∈ 𝑉𝑉 ∖ 𝑣𝑣0
𝑞𝑞 𝑣𝑣 = NULL ∀𝑢𝑢 ∈ 𝑉𝑉

𝑝𝑝(𝑣𝑣)：始点から頂点𝑣𝑣への距離
𝑞𝑞(𝑣𝑣)：始点から頂点𝑣𝑣へ経路の、 𝑣𝑣の一つ前の頂点
𝑙𝑙(𝑒𝑒)：辺𝑒𝑒の長さ

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
最短経路を求めるアルゴリズムで有名なのが、Dijkstra(ダイクストラ)法です。アルゴリズムを説明しましょう。出てくる量は、始点からの距離𝑝(𝑣)、始点からの経路で直前の頂点𝑞(𝑣)、各辺の長さ𝑙(𝑒)です。頂集合𝑈は、始点からの経路を発見し、その距離が未確定の頂点の集合です。集合𝑊は、距離の確定した頂点の集合です。まず、アルゴリズムの初期化を行います。始点 𝑣 0 以外の距離は、無限大にしておきます。まだ、経路を一つも作っていないため、𝑞 𝑣 は、未確定を表す値を入れておきましょう。なお、始点 𝑣 0 への始点 𝑣 0 からの距離は0に決まっていますが、後のアルゴリズムのために、𝑈に入れておきます。アルゴリズムでは、𝑈の中からポテンシャルが最も小さいものを選びます。そのため、𝑈をヒープとして実装すると効率的です。



Dijkstra法：アルゴリズム

1. while ( 𝑈𝑈 ≠ ∅ ) {

2. 𝑤𝑤 = 𝑈𝑈. poll() //𝑝𝑝(𝑤𝑤)が最小である𝑤𝑤 ∈ 𝑈𝑈

3. forall ( 𝑒𝑒 ∈ 𝛿𝛿+𝑤𝑤 ) {

4. 𝑥𝑥 = 𝜕𝜕−𝑒𝑒 //𝑤𝑤の隣接頂点

5. if ( 𝑝𝑝 𝑥𝑥 > 𝑝𝑝 𝑤𝑤 + 𝑙𝑙(𝑒𝑒) ) {//𝑒𝑒を使ったほうが近距離

6. 𝑞𝑞 𝑥𝑥 ← 𝑤𝑤

7. 𝑝𝑝 𝑥𝑥 ← 𝑝𝑝 𝑤𝑤 + 𝑙𝑙 𝑒𝑒

8. if ( 𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈 ) { 𝑈𝑈. reduceValue(𝑥𝑥) //𝑥𝑥の値を変更}

9. else { 𝑈𝑈. add(𝑥𝑥) //𝑈𝑈に𝑥𝑥を追加}

10. }}

11. 𝑊𝑊 ← 𝑊𝑊 ∪ 𝑤𝑤

12. }
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ヒープ中のp(x)の値が
減ることがあることに注意

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
アルゴリズムの本体です。始点からの有向道があるが距離が未確定である頂点の集合𝑈が空になるまで、whileループを回します。2行目で、𝑈のうち距離が最小である頂点を𝑤として取り出します。この頂点を始点とする全ての辺𝑒について、以下を実施します。この辺の終点を𝑥とする𝑝 𝑥 が𝑝 𝑤 +𝑙(𝑎) より大きい、つまりより短い経路を見つけた場合には𝑥の前の頂点を𝑤とし𝑝 𝑥 として、𝑝 𝑤 +𝑙 𝑎 を設定する𝑥が𝑈に含まれているならば、その値を変更し、そうでなければ𝑈に加える。最後に、𝑤の距離を確定とする。
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例１8

𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0

𝑈𝑈

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
Dijkstra法が正しく最短経路を求めることができるのかを、まずは例で示しましょう。証明は省略にします。本日、最初から出てきている例です。初めは、 𝑣 0 だけが𝑈の要素です。𝑈から 𝑣 0 を取り出し、二つ頂点 𝑣 1 と 𝑣 2 の距離を計算します。計算の前の二つの頂点の距離は無限大です。
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𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2

𝑈𝑈

𝑊𝑊

𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二つ頂点 𝑣 1 と 𝑣 2 の距離を計算し、 𝑣 0 の距離を確定します。𝑈から距離最小の 𝑣 2 を取り出し、隣接頂点 𝑣 3 の距離を計算します。
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𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2

𝑈𝑈

𝑊𝑊

𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1 𝑝𝑝 𝑣𝑣3 = 4

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
 𝑣 2 の距離を確定します。また、𝑈から距離最小の 𝑣 1 を取り出し、隣接頂点 𝑣 3 と 𝑣 4 の距離を計算します。 𝑣 3 の距離を再計算することに注意してください。
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𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2

𝑈𝑈

𝑊𝑊

𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1 𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 3

𝑝𝑝 𝑣𝑣4 = 5

ここが更新されて
いる

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
 𝑣 3 の距離を再計算した結果、前回とは経路が変わります。 𝑣 1 の距離を確定し、𝑈から距離最小の 𝑣 2 を取り出し、隣接頂点 𝑣 4 の距離を計算します。
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𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2

𝑈𝑈

𝑊𝑊

𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1 𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 3

𝑝𝑝 𝑣𝑣4 = 4

ここが更新されて
いる

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
 𝑣 4 の距離を再計算した結果、前回とは経路が変わります。
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𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1 𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 3

𝑝𝑝 𝑣𝑣4 = 4

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
 𝑣 4 の距離を再計算した結果、前回とは経路が変わります。
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注目して
いる頂点 𝒘𝒘 𝑼𝑼 𝒑𝒑 𝒒𝒒

変
更を
受
けた
手
順

0 ∅ {𝑣𝑣0} 𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0
1 𝑣𝑣0 {𝑣𝑣0} {𝑣𝑣1,𝑣𝑣2} 𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2 𝑞𝑞 𝑣𝑣1 = 𝑣𝑣0

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1 𝑞𝑞 𝑣𝑣2 = 𝑣𝑣0
2 𝑣𝑣2 {𝑣𝑣0, 𝑣𝑣2} {𝑣𝑣1,𝑣𝑣3} 𝑝𝑝 𝑣𝑣3 = 4 𝑞𝑞 𝑣𝑣3 = 𝑣𝑣2 3
3 𝑣𝑣1 {𝑣𝑣0,𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2} {𝑣𝑣3, 𝑣𝑣4} 𝑝𝑝 𝑣𝑣4 = 5 𝑞𝑞 𝑣𝑣4 = 𝑣𝑣1 4

𝑝𝑝 𝑣𝑣3 = 3 𝑞𝑞 𝑣𝑣3 = 𝑣𝑣1
4 𝑣𝑣3 {𝑣𝑣0, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑣𝑣3} {𝑣𝑣4} 𝑝𝑝 𝑣𝑣4 = 4 𝑞𝑞 𝑣𝑣4 = 𝑣𝑣3
5 𝑣𝑣4 {𝑣𝑣0, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2,𝑣𝑣3, 𝑣𝑣4 ∅

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
手順を表にまとめました。一番右には、経路が変更になったことを示しています。2番目に𝑝  𝑣 3  =4として計算していますが、次の手順で𝑝  𝑣 3  =3と更新しています。𝑝  𝑣 4  についても同様です。
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𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
もう一つ例を示します。各自、確認してください。
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𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0

𝑈𝑈
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𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1
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𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0
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𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1

𝑝𝑝 𝑣𝑣6 = 4

𝑝𝑝 𝑣𝑣3 = 3



𝑊𝑊 0v

3v2v

1v 4v2

1

3

1

3

1

18

𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0

𝑈𝑈
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𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1

𝑝𝑝 𝑣𝑣6 = 4

𝑝𝑝 𝑣𝑣3 = 3

𝑝𝑝 𝑣𝑣4 = 5
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𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0

𝑈𝑈
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𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1

𝑝𝑝 𝑣𝑣6 = 4

𝑝𝑝 𝑣𝑣3 = 3

𝑝𝑝 𝑣𝑣4 = 4

𝑝𝑝 𝑣𝑣5 =6
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𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0

𝑈𝑈
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𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1

𝑝𝑝 𝑣𝑣6 = 4

𝑝𝑝 𝑣𝑣3 = 3

𝑝𝑝 𝑣𝑣4 = 4

𝑝𝑝 𝑣𝑣5 = 5
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𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0

𝑈𝑈
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𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1

𝑝𝑝 𝑣𝑣6 = 4

𝑝𝑝 𝑣𝑣3 = 3

𝑝𝑝 𝑣𝑣4 = 4

𝑝𝑝 𝑣𝑣5 = 5
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𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0

5v

6v

2

1

3

1
1

𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1

𝑝𝑝 𝑣𝑣6 = 4

𝑝𝑝 𝑣𝑣3 = 3

𝑝𝑝 𝑣𝑣4 = 4

𝑝𝑝 𝑣𝑣5 = 5



23注目し
ている
頂点

𝒘𝒘 𝑼𝑼 𝒑𝒑 𝒒𝒒

変更
を受
けた
手順

0 ∅ {𝑣𝑣0} 𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0
1 𝑣𝑣0 {𝑣𝑣0} {𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2} 𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2 𝑞𝑞 𝑣𝑣1 = 𝑣𝑣0

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1 𝑞𝑞 𝑣𝑣2 = 𝑣𝑣0
2 𝑣𝑣2 {𝑣𝑣0, 𝑣𝑣2} {𝑣𝑣1,𝑣𝑣3, 𝑣𝑣6} 𝑝𝑝 𝑣𝑣3 = 3 𝑞𝑞 𝑣𝑣3 = 𝑣𝑣2

𝑝𝑝 𝑣𝑣6 = 4 𝑞𝑞 𝑣𝑣6 = 𝑣𝑣2
3 𝑣𝑣1 {𝑣𝑣0,𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2} {𝑣𝑣3, 𝑣𝑣4, 𝑣𝑣6} 𝑝𝑝 𝑣𝑣4 = 5 𝑞𝑞 𝑣𝑣4 = 𝑣𝑣1 4
4 𝑣𝑣3 {𝑣𝑣0, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑣𝑣3} {𝑣𝑣4, 𝑣𝑣5, 𝑣𝑣6} 𝑝𝑝 𝑣𝑣5 = 6 𝑞𝑞 𝑣𝑣5 = 𝑣𝑣3 5

𝑝𝑝 𝑣𝑣4 = 4 𝑞𝑞 𝑣𝑣4 = 𝑣𝑣3
5 𝑣𝑣4 {𝑣𝑣0, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑣𝑣3, 𝑣𝑣4} {𝑣𝑣5, 𝑣𝑣6} 𝑝𝑝 𝑣𝑣5 = 5 𝑞𝑞 𝑣𝑣4 = 𝑣𝑣3
6 𝑣𝑣6 {𝑣𝑣0,𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑣𝑣3, 𝑣𝑣4, 𝑣𝑣6} {𝑣𝑣5}
7 𝑣𝑣5 {𝑣𝑣0, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑣𝑣3, 𝑣𝑣4,𝑣𝑣5, 𝑣𝑣6} ∅



Dijkstra法の正当性
証明概要

補題１：頂点は、始点からの距離が短い
順に𝑊𝑊に入る。また、𝑊𝑊に入った頂点の
距離を更新することはない

補題2：𝑈𝑈及び𝑊𝑊に属する頂点には、始

点からの経路があり、その時点で最短で
ある。

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ここでは、Dijkstra法が正しく動作することの説明を簡単にします。二つの説明プロセスです。補題1は、頂点は、始点から近い順にWに入り、一旦Wに入った頂点の距離は変更されないということです。補題2は、始点からの経路が分かり、特にUに属する頂点への距離は、その時点での最短となっていることです。



補題1

 Dijkstra法の実行に伴って、頂点が𝑣𝑣0, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2,⋯
の順に集合𝑊𝑊に追加されるとする

頂点名は、元のネットワークの頂点名でないことに注
意

つまり𝑊𝑊には、距離の小さい頂点から順に追加
されていく。従って、𝑊𝑊に入った頂点𝑣𝑣に対する
𝑝𝑝(𝑣𝑣)が後から更新されることはない。

©Shin-ichi TADAKI
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0 ≤ 𝑝𝑝 𝑣𝑣0 ≤ 𝑝𝑝 𝑣𝑣1 ≤ 𝑝𝑝 𝑣𝑣2 ≤ ⋯ ≤ 𝑝𝑝 𝑣𝑣𝑖𝑖 ≤ 𝑝𝑝 𝑣𝑣𝑖𝑖+1 ≤ ⋯

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
補題1を少し詳しく記述します。Wに加わる順序に頂点に名前を付けます。この順番に、始点からの距離が長くなります。距離の更新は、Uのうち、距離が最も近い頂点を起点に行うため、Wの頂点の距離を更新することはありません。



補題1が正しいこと

Dijkstra法の実行中に、以下が常に成り立
つことを示す

𝑊𝑊の要素である頂点への距離は、𝑊𝑊の要素でな
い任意の頂点への距離より大きいことはない

∀𝑣𝑣 ∈ 𝑈𝑈 ⊆ 𝑉𝑉 ∖𝑊𝑊に対して𝑝𝑝 𝑣𝑣 ≥
𝑝𝑝 𝑢𝑢 ,∀𝑢𝑢 ∈ 𝑊𝑊
𝑝𝑝 𝑣𝑣 を更新することはない

26

max 𝑝𝑝 𝑢𝑢 𝑢𝑢 ∈ 𝑊𝑊 ≤ min{𝑝𝑝 𝑢𝑢 ∣ 𝑢𝑢 ∈ 𝑉𝑉 ∖𝑊𝑊}

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
補題1の証明として、𝑊の要素である頂点への距離は、𝑊の要素でない任意の頂点への距離より大きいことはない、ということを示しましょう。Dijkstra法では、𝑈から距離最小の頂点𝑣を選び、そこから隣接頂点の距離を計算します。隣接頂点𝑣が𝑊の要素である場合、𝑝 𝑢 ≤𝑝(𝑣)であるため、頂点𝑣の距離を更新することが無いことを結論付けることができます。
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𝑝𝑝 𝑣𝑣0 = 0

𝑈𝑈

5v

6v

2

1

3

1
1

𝑝𝑝 𝑣𝑣1 = 2

𝑝𝑝 𝑣𝑣2 = 1

𝑝𝑝 𝑣𝑣6 = 4

𝑝𝑝 𝑣𝑣3 = 3

𝑝𝑝 𝑣𝑣4 = 4

𝑝𝑝 𝑣𝑣5 =6

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
次のステップとして、v_3を起点に隣接頂点の距離を計算する。このとき、v_1の距離を更新することはない。更新したのは、v_4の距離である。



補題2

𝑈𝑈及び𝑊𝑊に属する頂点には、始点からの
最短経路がある

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
補題2に入ります。



補題2が正しいこと

𝑈𝑈及び𝑊𝑊に属する頂点には、始点からの
最短経路がある：自明

𝑊𝑊に属する頂点は、より短い経路が見つ
かる度に更新→やがて𝑈𝑈に入り、距離確
定

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
UとWに属する頂点に経路が分かっていることは、アルゴリズムから明らかです。また、Wに属する頂点は、より短い経路が見つかると距離と経路の更新を行います。最後にUに移動することで距離が確定します。
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