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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
計算をする機械のモデルを作り、それが何ができるのかを知ることが、計算機科学の基礎です。その最も基本となるのが、有限オートマトンです。



オートマトンと形式言語

オートマトン (Automaton)
計算の抽象モデル

「計算する」とは何か？

形式言語 (Formal Language)
オートマトンの入力として正しい言語

文法を数学的に分析
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
オートマトンは自動人形などと訳されることがありますが、ここでは自動で動く計算機の抽象的モデルのことです。オートマトンの性質を調べることを通じて、「計算する」とは何かを考えていきます。オートマトンに入力し、オートマトンが正しく受け取ることができる言語を「形式言語」と言います。形式言語の分析を通じて、文法を数学的に理解していきます。



決定性有限オートマトン
Deterministic Finite State 
Automata ：DFA
𝑀𝑀 = 𝑄𝑄, Σ, 𝛿𝛿, 𝑞𝑞0,𝐹𝐹

𝑄𝑄：内部状態の有限集合

Σ：入力アルファベット、つまり入力記号の集
合

𝛿𝛿:𝑄𝑄 × Σ → 𝑄𝑄：状態遷移関数

𝑞𝑞0 ∈ 𝑄𝑄：初期状態

𝐹𝐹 ⊆ 𝑄𝑄：受理状態
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
始めに決定性有限オートマトンを扱います。「有限」とは、このオートマトンの「内部状態」が有限個であることを表しています。内部状態の遷移が決定的なものを扱います。有限オートマトンを、内部状態の集合、入力として許される文字の集合、内部状態と入力文字が与えられたときの遷移関数、初期状態、そして受理状態の集合で定義します。



例
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𝑞𝑞0 𝑞𝑞1

𝑞𝑞2

b

a, b

a, b a 𝑄𝑄 = 𝑞𝑞0, 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2
Σ = a, 𝑏𝑏
𝐹𝐹 = 𝑞𝑞2

𝜹𝜹 𝐚𝐚 𝐛𝐛
𝑞𝑞0 𝑞𝑞2 𝑞𝑞1
𝑞𝑞1 𝑞𝑞0 𝑞𝑞0
𝑞𝑞2 𝑞𝑞0 𝑞𝑞0

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
簡単な例を示します。内部状態は三つです。入力アルファベットはaとbの二種類。初期状態は0番の状態、受理状態は2番の状態一つだけです。0羽の状態でaが入ると2番の状態へ、bが入ると1番の状態に移動します。2番の状態では、aとbのいずれが入ってきても、0番の状態に移動します。1番の状態も同様に、aとbのいずれが入ってきても、0番の状態に移動します。aとbからなる文字列が入力となったときに、2番の状態で停止すれば、その文字列を「受理する」と言います。



動作イメージ
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a b a b b a a 入力テープ

𝑞𝑞0

a b a b b a a
𝑞𝑞2

a b a b b a a
𝑞𝑞0

𝑞𝑞0, ababbaa ⊢𝑀𝑀 𝑞𝑞1, babbaa

𝑞𝑞1, babbaa ⊢𝑀𝑀 𝑞𝑞0, abbaa

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
もう少し「計算機」らしいイメージにしましょう。入力文字列がテープの上に書いてあるとしましょう。テープはイメージしにくいですか？テープの下の四角箱には、今いる状態を書いています。テープの上の文字を一文字読みこんで、状態を遷移し、右に一マス動きます。右側の表現が、式のようなもので状態遷移を表現したものです。左辺が動作する前の内部状態と未読の文字列、右辺が遷移後の新しい状態と残りの文字列です。



⊢𝑀𝑀の推移的閉包と受理言語

入力𝑤𝑤 ∈ Σ∗(Σ∗はΣの要素の0個以上の列)
によって、初期状態𝑞𝑞0から状態𝑞𝑞へ遷移し、
テープに残っている文字列が𝑤𝑤𝑤
 𝑞𝑞0,𝑤𝑤 ⊢𝑀𝑀∗ (𝑞𝑞,𝑤𝑤𝑤)

入力𝑤𝑤を受理

 𝑞𝑞0,𝑤𝑤 ⊢𝑀𝑀∗ 𝑞𝑞𝐹𝐹 , 𝜖𝜖 , 𝑞𝑞𝐹𝐹 ∈ 𝐹𝐹
受理言語

𝐿𝐿 𝑀𝑀 = 𝑤𝑤 ∈ Σ∗ 𝑞𝑞0,𝑤𝑤 ⊢𝑀𝑀∗ 𝑞𝑞𝐹𝐹 , 𝜖𝜖 , 𝑞𝑞𝐹𝐹 ∈ 𝐹𝐹
DFAが受理言語を定める
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
この後、”*”がいろいろな所で出てきます。これは、0回以上の繰り返しなどを意味します。wを長さ0以上のアルファベットの文字列としましょう。その文字列を受理するとは、文字列を読み終わったあと、つまり残りの文字列が無い𝜖とき、受理状態に居るということです。受理言語とは、初期状態から受理状態に遷移する文字列全体の集合です。



受理する入力の例

©Shin-ichi TADAKI
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𝑞𝑞0 𝑞𝑞1

𝑞𝑞2

b

a, b

a, b a …

a, aaa, aba, baa, bba,
aaaaa, aaaba, abaaa,

babaa, babba, bbbaa, bbbba,

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
先ほどの有限オートマトンの例が、どのような文字列を受理するかを例示しています。



動作例：
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𝑞𝑞0 𝑞𝑞1

𝑞𝑞2

b

a, b

a, b a ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 2

0 2 0

2 0

, abaaab  , baaab

,aaab ,aab ,ab

,b ,

q q
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q q
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0 2 0 2

, abaaa  , baaa
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q q

q q q q



    

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二つの動作例を示します。



例2
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𝑞𝑞0 𝑞𝑞1

𝑞𝑞3

b

a 𝑄𝑄 = 𝑞𝑞0, 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑞𝑞3
Σ = 𝑎𝑎, 𝑏𝑏
𝐹𝐹 = 𝑞𝑞3

𝜹𝜹 𝐚𝐚 𝐛𝐛
𝑞𝑞0 𝑞𝑞2 𝑞𝑞1
𝑞𝑞1 𝑞𝑞3 𝑞𝑞0
𝑞𝑞2 𝑞𝑞0 𝑞𝑞3
𝑞𝑞3 𝑞𝑞1 𝑞𝑞2

𝑞𝑞2

a

b

a a

b

b

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
もう一つ例を示します。



動作例
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
0 2 0

2 0 2 3

, aaaaab ,aaaab ,aaab

,aab ,ab ,b ,

q q q

q q q q

 

    

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
0 2 3

2 0 1 3

, abbaba ,bbaba ,baba

,aba ,ba ,a ,

q q q

q q q q

 

    



非決定性有限オートマトン
Non-deterministic Finite State 
Automata
𝑀𝑀 = 𝑄𝑄,Σ, 𝛿𝛿, 𝑞𝑞0,𝐹𝐹

𝑄𝑄：内部状態の集合

Σ：入力アルファベット、つまり入力記号の集合

𝛿𝛿:𝑄𝑄 × Σ → 2𝑄𝑄：状態遷移関数

2𝑄𝑄は𝑄𝑄のべき集合、つまり𝑄𝑄の部分集合の族。遷移
先が複数であることに注意

𝑞𝑞0 ∈ 𝑄𝑄：初期状態

𝐹𝐹 ⊆ 𝑄𝑄：受理状態

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
決定性有限オートマトンの「決定性」という制約を緩めておきましょう。ある状態でアルファベットを読んだときに遷移する先を、一つの内部状態ではなく、内部状態の集合のうちの一つとしておきましょう。



例

©Shin-ichi TADAKI
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𝑞𝑞0 𝑞𝑞1 𝑞𝑞2
1

0,1 0,1

1

𝑄𝑄 = 𝑞𝑞0, 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2
Σ = 0,1
𝐹𝐹 = 𝑞𝑞2

𝜹𝜹 𝟎𝟎 𝟏𝟏
𝑞𝑞0 {𝑞𝑞0} {𝑞𝑞0, 𝑞𝑞1}
𝑞𝑞1 ∅ {𝑞𝑞2}
𝑞𝑞2 {𝑞𝑞2} {𝑞𝑞2}

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を示します。0番の状態で入力が1であったとき、0番の状態にそのまま居るか、1番の状態に移動するかのいずれかであるような動きです。このオートマトンでは、1番の状態で入力が0の場合、遷移先がありません。



動作：入力”1010110”

©Shin-ichi TADAKI
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𝑞𝑞0
𝑞𝑞0

𝑞𝑞11

1

×
0

0 𝑞𝑞0 𝑞𝑞1

𝑞𝑞0

1

1

×0

𝑞𝑞0
0

𝑞𝑞1
1

𝑞𝑞2
1

𝑞𝑞2
0

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
決定性をはずすと、一つの入力文字列に対して、状態背遷移の可能性が複数発生します。ここでは、入力”1010110”に対する遷移の可能性を示しています。上の二つの枝の最後の×は、遷移先が無いこと、つまり受理できないことを表しています。下の枝が示すように、受理状態である2番の状態に遷移する可能性があります。これをもって、”1010110”を受理すると言うことにしましょう。「受理する」というのを、このように定義すると、「決定性」と「非決定性」に違いがあるのでしょうか？次回のテーマです。
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