
非決定性有限オートマトンと
決定性有限オートマトン
離散数学・オートマトン

2020年後期

佐賀大学理工学部 只木進一

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
前回の講義で、二つの有限オートマトンを導入しました。決定性有限オートマトンDFAと非決定性有限オートマトンNFAです。今日は、二つの受理する入力文字列に差がないことを示します。



非決定性有限オートマトン：復習

𝑀𝑀 = 𝑄𝑄, Σ, 𝛿𝛿, 𝑞𝑞0,𝐹𝐹
𝑄𝑄：内部状態の集合

Σ：入力アルファベット

𝛿𝛿:𝑄𝑄 × Σ → 2𝑄𝑄：状態遷移関数

遷移先は複数の状態

𝑞𝑞0 ∈ 𝑄𝑄：初期状態

𝐹𝐹 ⊆ 𝑄𝑄：受理状態
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
決定性有限オートマトンDFAでは、内部状態と入力文字に対して、次の状態が一つ決まりました。非決定性有限オートマトンNFAでは、内部状態と入力文字に対して、次の状態の集合が決まります。



NFAからDFAへ
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
決定性有限オートマトンと非決定性有限オートマトンが同等の受理能力を持つことを示すために、非決定性有限オートマトンを決定性有限オートマトンに翻訳できることを示しましょう。要点だけを云うと、非決定性有限オートマトンの遷移先となる状態の集合を一つの状態と考えることで、決定性有限オートマトンに翻訳します。



NFAからDFAへ
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
上の非決定性有限オートマトンを考えます。初期状態だけからなる集合に対して  𝑞 0  というラベルの付いた状態を考えます。0番の状態から0を読んだ場合には、0番のままですが、1を読んだ場合には、0番の状態と1番の状態に遷移する可能性があります。そこで、1を読んだ場合には、  𝑞 0 . 𝑞 1  というラベルの付いた状態に遷移すると考えるのです。このラベルの中に、非決定性有限オートマトンの受理状態を含む場合、それを翻訳した決定性有限オートマトンの受理状態とします。



NFA 𝑀𝑀 = 𝑄𝑄, Σ, 𝛿𝛿, 𝑞𝑞0,𝐹𝐹 に対応し
たDFA 𝑀𝑀′

𝑀𝑀′ = 𝑄𝑄′,Σ, 𝛿𝛿′, [𝑞𝑞0],𝐹𝐹′
𝑄𝑄′ ∈ 2𝑄𝑄

Σ：入力アルファベット

𝛿𝛿′:𝑄𝑄′ × Σ → 𝑄𝑄′：状態遷移関数

[𝑞𝑞0] ∈ 𝑄𝑄′：初期状態

𝐹𝐹′ = 𝐴𝐴 ∈ 2𝑄𝑄 𝐴𝐴 ∩ 𝐹𝐹 ≠ ∅ ：受理状態

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
まとめるとこのシートのようになります。非決定性有限オートマトンMに対して、同じ入力を受理する決定性有限オートマトンをM’とします。M’の内部状態Q’は、Mの内部状態Qのべき集合、つまり部分集合の族です。M’の遷移関数は、Q’と入力からQ’への関数です。重要なのは、M’の受理状態です。Mが受理する可能性があればよいので、Q’のうちで、Mの受理状態Fと共通部分があるもの全てです。



𝑄𝑄′と𝛿𝛿′の構成
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1. 𝑄𝑄′ = 𝑞𝑞0
2. repeat{
3. forall (𝑞𝑞′ ∈ 𝑄𝑄′){
4. forall (𝑞𝑞 ∈ 𝑞𝑞′){
5. 𝑆𝑆 = []
6. forall (𝑎𝑎 ∈ Σ){
7. forall (𝑝𝑝 ∈ 𝛿𝛿(𝑞𝑞,𝑎𝑎)){
8. if (𝑝𝑝 ∉ 𝑆𝑆) 𝑆𝑆 = S ∪ {𝑝𝑝} }
9. 𝛿𝛿′ 𝑞𝑞’,𝑎𝑎 = 𝑆𝑆
10. }
11. }
12. 𝑄𝑄′にSを追加
13. }
14.}(新しい𝑄𝑄′の要素が見つからない)

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
Mのべき集合全てが必要なわけではありません。そこで、M’の遷移関数と必要なQ’の要素の列挙するためのアルゴリズムを示します。要するに、Mの動作を追っていくのです。3行目のq’は、Qの部分集合です。その各要素に対して(4行目)、次の遷移先を調べます。それが新しい遷移関数になります。この時の遷移先SをQ’に追加しますが、もしもSが既にQ’にあれば、終了です。



𝜖𝜖動作のある非決定性有限オート
マトン

𝑀𝑀 = 𝑄𝑄, Σ, 𝛿𝛿, 𝑞𝑞0,𝐹𝐹
𝑄𝑄：内部状態の集合

Σ：入力アルファベット

𝛿𝛿:𝑄𝑄 × (Σ ∪ {𝜖𝜖}) → 2𝑄𝑄：状態遷移関数

文字を読まずに遷移することがある

𝑞𝑞0：初期状態

𝐹𝐹 ⊆ 𝑄𝑄：受理状態
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
もう少し、非決定性有限オートマトンを拡張します。εとは、長さゼロの文字列のことです。文字を読まずに状態遷移をすることに対応する遷移関数に拡張します。εによる遷移をε-遷移と呼ぶことにします。



例
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𝑞𝑞0 𝑞𝑞1 𝑞𝑞2
𝜖𝜖

0 0,1 1

𝑄𝑄 = 𝑞𝑞0, 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2
Σ = 0,1
𝐹𝐹 = 𝑞𝑞2

𝜹𝜹 𝟎𝟎 𝟏𝟏 𝝐𝝐

𝑞𝑞0 {𝑞𝑞0} ∅ {𝑞𝑞1}

𝑞𝑞1 {𝑞𝑞1} {𝑞𝑞1} {𝑞𝑞2}

𝑞𝑞2 ∅ {𝑞𝑞2} ∅

𝜖𝜖

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
具体例を見ましょう。0番の状態から1番へ、1番から2番へ、文字を読まずにε-遷移します。一文字も読まずに受理状態である2番の状態にε-遷移することができるのです。一方、2番の状態では、1しか受け付けることができません。0が入ってくると遷移する先がなく、受理できません。



動作：入力” 010”
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
具体的に、010という入力による状態遷移を見てみましょう。010という文字列のどこでε-遷移をするかに依存して、到達する状態が異なります。一番上の状態遷移では、εを明示的に書くと、0ε1ε1という遷移です。結果として受理状態に到達します。一番下は、ε0ε10で、2番の状態で入力0が来てしまい、遷移ができなくなります。しかし、この中に受理状態がありますから、010を受理することはできます。



𝜖𝜖-NFAに対するDFAの準備
𝜖𝜖-閉包

𝑀𝑀の状態の集合𝑄𝑄′の各要素から𝜖𝜖動作
のみで到達できる状態の集合

𝜖𝜖-CL(𝑄𝑄′)

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ε-遷移を含む非決定性有限オートマトンに対応した決定性有限オートマトンを構成する準備としてε-閉方を導入します。内部状態の部分集合Q’に対して、ε-遷移で到達できる内部状態の集合です。



ε-NFA 𝑀𝑀 = 𝑄𝑄, Σ, 𝛿𝛿, 𝑞𝑞0,𝐹𝐹 に対応
したDFA 𝑀𝑀′

𝑀𝑀′ = 𝑄𝑄′,Σ, 𝛿𝛿′, 𝑞𝑞0′ ,𝐹𝐹′
𝑄𝑄′ ∈ 2𝑄𝑄

Σ：入力アルファベット

𝛿𝛿′: 2𝑄𝑄 × Σ → 2𝑄𝑄：状態遷移関数

𝛿𝛿′: 𝑄𝑄∗,𝑎𝑎 → 𝜖𝜖-CL(⋃𝑞𝑞∈𝜖𝜖−𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑄𝑄∗)𝛿𝛿(𝑞𝑞,𝑎𝑎)

𝑞𝑞′0= 𝜖𝜖-CL ( 𝑞𝑞0 )：初期状態

𝐹𝐹′ = 𝐴𝐴 ∈ 2𝑄𝑄 𝐴𝐴 ∩ 𝐹𝐹 ≠ ∅ ：受理状態
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ε-遷移を含む非決定性有限オートマトンMに対応した決定性有限オートマトンM’は以下のように構成します。初期状態は、初期状態からε-遷移で到達できる状態を含む内部状態の部分集合とします。また、遷移関数も、ある文字aで遷移した後でε-遷移で到達できる内部状態の部分集合とします。



例
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例えば、上のε-遷移を含む非決定性有限オートマトンに対応する決定性有限オートマトンは、下のようになります。



DFAの簡素化

同じ文字列を受理するDFAのうちで、状
態数の最小のDFAへの変換

状態の集合から入力による遷移先の集合に
注目する

©Shin-ichi TADAKI
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最小化アルゴリズム

1. 状態を受理状態の集合と、それ以外の状
態の集合に分ける

2. 各状態集合に対して、各入力による遷移
先が同じ集合に分割する

3. 新たな状態集合が無くなるまで、2を繰り返
す

4. 元の初期状態を含む状態集合を新たな初
期状態に、元の受理状態のみを含む状態
集合を新たな受理集合に

©Shin-ichi TADAKI
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例
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𝑞𝑞0 𝑞𝑞1

𝑞𝑞2 𝑞𝑞3

𝑞𝑞4

b
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a
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終状態の集合 𝑞𝑞2, 𝑞𝑞3
aの入力で 𝑞𝑞2, 𝑞𝑞3 、bの入力で 𝑞𝑞4 と、同じ
状態に遷移するため、分割しない

 𝑞𝑞0, 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞4
aの入力で 𝑞𝑞0, 𝑞𝑞1 は𝑞𝑞1へ、𝑞𝑞4は 𝑞𝑞2, 𝑞𝑞3 へ

二つに分割

再度全ての状態集合に確認し、新たな
分割は無い

©Shin-ichi TADAKI
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{𝑞𝑞0, 𝑞𝑞1}
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