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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ある有限オートマトンが受理する文字列全体は正規言語と云います。正規言語の表現である正規表現は、プログラミング中の文字列操作で非常に重要な手法です。



正規表現 (regular expression)

文字列の探索や置換で利用

柔軟にパターンを記述できる

例

“000”の繰り返しを含む

数字が偶数個連続する

指定した文字列の後ろに数字が付いている
ファイル名
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
正規表現は、プログラミングなどで文字列の検索と置換に利用する技術です。多くのプログラミング言語やOS付随のアプリケーションに正規表現を扱う機能があります。正規表現を使うと、文字列を直接指定するのではなく、パターンを柔軟に記述することができます。例えば、ある文字列の回数を特定しない繰り返しの指定、指定した文字列の後ろに数字が付いたファイル名の指定などができます。



正規表現の定義
基礎

a ∈ Σに対して、𝐚𝐚は正規表現であり、そ
の言語は{a}である。

一文字からなる言語

𝝐𝝐は正規表現であり、その言語は{𝜖𝜖}であ
る。

長さゼロの文字列からなる言語

∅は正規表現であり、その言語は∅であ
る。
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ここでは、アルファベットと対応する正規表現を区別するため、アルファベットをローマン体、正規表現をボルド体で表します。このシートで示しているのは、一文字からなる言語、長さゼロの文字列からなる言語、空の言語です。



正規表現の定義
再帰

𝛼𝛼、𝛽𝛽が言語𝐿𝐿𝛼𝛼、𝐿𝐿𝛽𝛽を表す正規表現のとき

 (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)は𝐿𝐿𝛼𝛼 ∪ 𝐿𝐿𝛽𝛽(和)を表す正規表現

 (𝛼𝛼𝛽𝛽)は𝐿𝐿𝛼𝛼𝐿𝐿𝛽𝛽（連接）を表す正規表現

𝐿𝐿𝛼𝛼𝐿𝐿𝛽𝛽 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿𝛼𝛼 , 𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿𝛽𝛽

𝛼𝛼∗はKleene閉包

𝐿𝐿𝛼𝛼∗ = ⋃𝑘𝑘=0
∞ 𝐿𝐿𝛼𝛼𝑘𝑘 , 𝐿𝐿𝛼𝛼0 = 𝜖𝜖 , 𝐿𝐿𝛼𝛼1 =𝐿𝐿𝛼𝛼, 𝐿𝐿𝛼𝛼𝑘𝑘+1 = 𝐿𝐿𝛼𝛼𝐿𝐿𝛼𝛼𝑘𝑘

𝛼𝛼+は正閉包

𝐿𝐿𝛼𝛼+ = ⋃𝑘𝑘=1
∞ 𝐿𝐿𝛼𝛼𝑘𝑘
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
前のシートの正規表現を基に、再帰的に正規表現を定義します。正規表現の和集合と正規表現の連接は、解りますね。Kleene閉包は、ゼロの正規表現から、正規表現の任意回数の連接の和集合です。正閉包は繰り返しゼロを含まないものです。



例

1. a, b ∈ Σ
2. 𝐚𝐚は、言語 a を、𝐛𝐛は言語{b}を表す

3. 𝐚𝐚 + 𝐛𝐛は言語{a, b}を表す

4. 𝐚𝐚𝐛𝐛は言語{ab}を表す

5. 𝐚𝐚 𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 𝐛𝐛は言語{aab, abb}を表す

6. 𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 ∗はaとbからなる、長さ0以上の
文字列全体からなる言語を表す
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を見ましょう。aとbをアルファベットとします。2番は、一文字からなる正規表現です。3番は二つの文字のいずれか一文字からなる正規表現、4番麺はabという連続した文字列一つからなる正規表現です。5番は、最初がa、次がaまたはb、最後がbである文字列の正規表現です。6番は、aまたはbで構成する長さゼロ以上の文字列の正規表現です。



正規表現と有限オートマトン

任意の正規表現を受理言語とする有限
オートマトンを構成することができる

任意の有限オートマトンの受理言語を表
す正規表現を構成することができる
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
正規表現は、有限オートマトンが受理する文字列全体の集合を表すことができます。逆に、正規表現を与えると、その要素を受理する有限オートマトンを構成することができます。



正規表現を受理する有限オート
マトン

正規表現の構成を順に追ってFAを構成

基礎：a, b ∈ Σ
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∅ 𝝐𝝐 𝐚𝐚

a

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
始めに、正規表現を受理する有限オートマトンを構成しましょう。正規表現を、再帰的に定義しましたので、再帰的に構成します。このシートでは、基本となる、一文字、ゼロ文字、空の正規表現に対応する有限オートマトンです。



和、連接、Kleene閉包
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𝜶𝜶 + 𝜷𝜷

𝑀𝑀𝛼𝛼

𝑀𝑀𝛽𝛽

𝜖𝜖

𝜖𝜖

𝜖𝜖

𝜖𝜖

𝜖𝜖 𝜖𝜖

𝜖𝜖

𝜖𝜖

𝑀𝑀𝛼𝛼

𝑀𝑀𝛼𝛼

𝑀𝑀𝛽𝛽

𝜶𝜶𝜷𝜷

𝜶𝜶∗

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
前のシートで示した基本となるオートマトンを使って、再帰的にオートマトンを構成します。左は、和に相当するオートマトン、右上は連接、右下はKleene閉包です。



例:𝟎𝟎 + 𝟏𝟏 𝟎𝟎 + 𝟏𝟏 ∗
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𝑞𝑞0

𝑞𝑞1 𝑞𝑞2 𝑞𝑞3𝜖𝜖
𝜖𝜖0

𝑞𝑞4 𝑞𝑞5 𝑞𝑞6
𝜖𝜖1𝜖𝜖

𝑞𝑞7 𝑞𝑞8

𝑞𝑞9 𝑞𝑞10

𝑞𝑞11
𝜖𝜖

𝜖𝜖

𝜖𝜖

𝜖𝜖

𝜖𝜖

1

0

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を見ましょう。この言語は、0が一文字、あるいは1で始まりその後ろに0または1がゼロ個以上続くものです。上の枝が0一文字を受理する部分です。下の枝で、最初に1を読み、その右で0または1をゼロ個以上読みます。いずれも、受理状態がどこにあるかを確認してください。



DFAへ変換
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[𝑞𝑞2, 𝑞𝑞3]
[𝑞𝑞0, 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞4]

[𝑞𝑞5, 𝑞𝑞6, 𝑞𝑞7, 𝑞𝑞9]

[𝑞𝑞6, 𝑞𝑞7, 𝑞𝑞8, 𝑞𝑞9, 𝑞𝑞11]

[𝑞𝑞6, 𝑞𝑞7, 𝑞𝑞9, 𝑞𝑞10, 𝑞𝑞11]

1

1

1

1

0

0

0

0

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
前のシートの非決定性有限オートマトンを決定性に変換したものを示します。



DFAを最小化
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[𝑞𝑞2, 𝑞𝑞3]
[𝑞𝑞0, 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞4]

[𝑞𝑞5, 𝑞𝑞6, 𝑞𝑞7, 𝑞𝑞9]

1

0

0,1

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
前のシートの非決定性有限オートマトンを決定性に変換したものを示します。



例: ab ∗aa a + b ∗
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𝑞𝑞0

𝑞𝑞1

𝒂𝒂𝒃𝒃

𝐚𝐚𝐛𝐛 ∗

𝑞𝑞2 𝑞𝑞3 𝑞𝑞4
𝒂𝒂 𝒂𝒂

𝐚𝐚𝐚𝐚

𝑞𝑞5

𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 ∗

𝒂𝒂,𝒃𝒃

𝑞𝑞0

𝑞𝑞1

𝒃𝒃 𝒂𝒂

𝑞𝑞2 𝑞𝑞3 𝑞𝑞4
𝒂𝒂 𝒂𝒂𝝐𝝐

𝒂𝒂,𝒃𝒃

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
もう一つ例を示します。確認してください。
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[𝑞𝑞1, 𝑞𝑞3][𝑞𝑞0, 𝑞𝑞2]

𝒂𝒂

𝒃𝒃
[𝑞𝑞4]

𝒂𝒂
𝒂𝒂,𝒃𝒃



有限オートマトンの受理言語を正
規表現で構成

step1
新たに一つの終状態𝑞𝑞𝑓𝑓を追加し、それのみ

が終状態とする
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𝑞𝑞𝑓𝑓
𝜖𝜖

𝜖𝜖

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
次は、有限オートマトンから正規表現を構成しましょう。最初のステップは、受理状態を一つにすることです。新たに受理状態を作り、元の受理状態からε-遷移をさせます。



step2
rule1,2,3の順に適用する

rule1

©Shin-ichi TADAKI
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𝑎𝑎0,𝑎𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑎𝑛𝑛−1
𝒂𝒂𝟎𝟎 + 𝒂𝒂𝟏𝟏 + ⋯+ 𝒂𝒂𝒏𝒏−𝟏𝟏

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
次に、三つの規則を順に繰り返し適用します。最初は、同じ状態遷移をする入力に対して、正規表現の和を対応させます。



rule2
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┇ ┇𝑥𝑥

𝑦𝑦0

𝑦𝑦𝑛𝑛−1

𝒙𝒙∗𝒚𝒚𝟎𝟎

𝒙𝒙∗𝒚𝒚𝒏𝒏−𝟏𝟏

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
次に、ループの遷移を次の遷移の前に連接します。



rule3
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┇

𝑦𝑦0

𝑦𝑦𝑛𝑛−1
┇

𝑥𝑥0

𝑥𝑥𝑚𝑚−1

┇┇

𝒙𝒙𝟎𝟎𝒚𝒚𝟎𝟎

𝒙𝒙𝒎𝒎−𝟏𝟏𝒚𝒚𝒏𝒏−𝟏𝟏

𝒙𝒙𝟎𝟎𝒚𝒚𝒏𝒏−𝟏𝟏𝒙𝒙𝒎𝒎−𝟏𝟏𝒚𝒚𝟎𝟎

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
次に、連続する遷移を、途中の状態を削除して前後の連接とします。



例

©Shin-ichi TADAKI
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𝑞𝑞0 𝑞𝑞1

𝑞𝑞2

aa,b

b

a,b
𝑞𝑞0 𝑞𝑞1

𝑞𝑞2

aa,b

b

a,b

𝑞𝑞𝑓𝑓𝜖𝜖

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を示します。始めに、新しい受理状態を作ります。
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𝑞𝑞0 𝑞𝑞1

𝑞𝑞2

a

b
𝐚𝐚 + 𝐛𝐛

𝑞𝑞𝑓𝑓𝝐𝝐

𝐚𝐚 + 𝐛𝐛

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
次に、同じ遷移を起こす入力を正規表現の和にします。ラベルを全て正規表現にします。
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𝑞𝑞0

a𝐚𝐚(𝐚𝐚 + 𝐛𝐛)

𝐛𝐛(𝐚𝐚 + 𝐛𝐛)

𝑞𝑞𝑓𝑓

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二番目の規則を適用するループがないため、三番目の規則を適用します。0番から1番を経て戻るものをループに置き換えます。0番から2番を経て戻るものをループに置き換えるとともに、受理状態に行く部分を残します。
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𝑞𝑞0

a

(𝐚𝐚 + 𝐛𝐛)(𝐚𝐚 + 𝐛𝐛)

𝑞𝑞𝑓𝑓

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
三つの規則が一巡しましたので、最初の規則に戻ります。0番の状態にループする二つの表現の和をとります。
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𝑞𝑞0 𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 ∗𝐚𝐚

𝑞𝑞𝑓𝑓

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
二番目の規則を使って、ループの正規表現と受理状態への遷移の連接をつくります。これで、正規表現ができました。aまたはbが0個を含む偶数個続いた後、最後にaがくる文字列です。



例2
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𝑞𝑞0 𝑞𝑞1 𝑞𝑞2 𝑞𝑞3

𝑞𝑞4 𝑞𝑞5

b

b

b

b

a a

a

a,b

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
もう一つ例を示します。確認してください。



例2:𝑞𝑞𝑓𝑓を作り、rule1を適用

©Shin-ichi TADAKI
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𝑞𝑞0 𝑞𝑞1 𝑞𝑞2 𝑞𝑞3

𝑞𝑞4 𝑞𝑞5

b

b

b

b

a a

a

𝑞𝑞𝑓𝑓

𝜖𝜖

𝜖𝜖
𝐚𝐚 + 𝐛𝐛



例2:rule2を適用

©Shin-ichi TADAKI
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𝑞𝑞0 𝑞𝑞1 𝑞𝑞2 𝑞𝑞3

𝑞𝑞4 𝑞𝑞5
b

𝐚𝐚∗𝐛𝐛

a 𝐛𝐛∗𝐚𝐚
𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 ∗𝐛𝐛

𝑞𝑞𝑓𝑓

𝜖𝜖

𝜖𝜖



例2:rule3を適用
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𝑞𝑞0 𝑞𝑞1

𝐛𝐛𝐚𝐚∗𝐛𝐛

𝐚𝐚𝐛𝐛∗𝐚𝐚
𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 ∗𝐛𝐛

𝑞𝑞𝑓𝑓

𝐚𝐚 + 𝐛𝐛 ∗𝐛𝐛(𝐚𝐚𝐛𝐛∗𝐚𝐚 + 𝐛𝐛𝐚𝐚∗𝐛𝐛)
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