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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
有限オートマトンが受理する文字列の集合を表すのが正規表現でした。プッシュダウンオートマトンは、正規表現で表すことができない文字列を受理していました。今回は、オートマトンが受理する文字列の集合である言語と、その言語に属する文字列を生成する文法について説明します。



言語と文法

言語の構成要素

語

文

文法

文法

語の配置規則

文の生成規則
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
私たちが日常的に使っている日本語などは、自然言語と言います。自然言語は、その言語で使用できる様々な単語、単語の列である文、文の規則である文法で構成されています。文法は、単語を配置する規則と見ることもできますが、文を作り出す規則と見ることができます。例えば、英語の文章は、SVC、SVO、SVOCなどの形式になります。Sは、名詞句であり、名詞句は修飾語と名詞句の列である場合と名詞そのものである場合になります。このように、文が文法要素の列となり、文法要素が単語に置き換わる過程を見ると、生成規則と見ることができます。



形式文法
Formal Grammar

𝐺𝐺 = 𝑁𝑁, Σ,𝑃𝑃, S0
𝑁𝑁：非終端アルファベット：文法の要素に相当

Σ：アルファベット：語に相当

𝑃𝑃：生成規則

S0 ∈ 𝑁𝑁：開始記号

3
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
文法を数学的に考えるのが形式文法という考えです。形式文法は、プログラミング言語の設計や自然言語の構文解析に活かされています。形式文法Gの構成要素は、名詞や動詞句といった文法上の要素に相当する非終端アルファベット、具体的な単語に相当するアルファベット、生成規則、そして開始記号です。



正規文法
Regular Grammar

正規表現に対応した正規言語を生成

生成規則

𝑃𝑃:𝑁𝑁 → Σ𝑁𝑁|Σ

例：𝐺𝐺 = 𝑁𝑁, Σ,𝑃𝑃, S0
𝑁𝑁 = S0, S1, S2 , Σ = a
𝑃𝑃 = S0 → 𝜖𝜖|aS1, S1 → aS2, S2 → aS0|a
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
正規文法は、正規表現で表現できる正規言語を生成する文法です。その文法は、強く制限されており、非終端アルファベットをアルファベット一つと非終端アルファベット一つの列で置き換える、またはアルファベット一つに置き換えます。簡単な例を示します。非終端アルファベットは3種類、アルファベットは一つだけです。



導出と対応するDFA
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
どんな言語に対応するかを見てみましょう。開始記号から生成規則を順に適用した例を示します。2番の非終端アルファベットは、aと0番の非終端アルファベットになる場合と、aだけになる場合があります。終端アルファベットだけになり、非終端アルファベットが消えるには、2番の非終端アルファベットからaに置き換えるしか方法がありません。そのため、aが3の倍数個並んだ文字列を生成します。また、0番の非終端アルファベットからεになることもあります。つまり、aaaが0個以上繰り返す、正規言語になっています。



文脈自由文法
Context Free Grammar

生成規則

𝑃𝑃:𝑁𝑁 → Σ ∪ 𝑁𝑁 ∗

例：𝐺𝐺 = 𝑁𝑁, Σ,𝑃𝑃, S0
𝑁𝑁 = 𝑆𝑆0 , Σ = a, b
𝑃𝑃 = S0 → 𝜖𝜖 aS0b
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0 0 0 0aS b aaS bb aaaS aaabbbS bbb⇒ ⇒ ⇒ ⇒

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
文脈自由文法は、生成規則の制限が緩まり、非終端アルファベットは、非終端アルファベットまたは終端アルファベットの長さ0以上の列に置き換わります。例を示します。非終端アルファベットは一つ、終端アルファベットはaとbの二つです。生成の例を見てください。先週示したプッシュダウンオートマトンの受理言語を生成することができます。



なぜ「文脈自由」なのか

生成規則の左辺は、非終端記号一つ

非終端記号や終端記号との繋がり（文脈）を
無視

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
前のシートの文法に「文脈自由」、英語ではcontext freeと付いている理由を説明します。先ほどの生成文法の左辺は、非終端アルファベットが一つでした。自然言語では、文の意味は、文法要素の列が重要な要素となっています。例えば、動詞が過去形であるならば、他の部分に過去を表す副詞などが使われているはずです。しかし、文脈自由文法では、他の文法要素がどのように終端記号になるかを制御することができません。文法要素や語の繋がりである「文脈」が入る余地がないのです。もちろん、正規文法も「文脈自由」です。



標準形

チョムスキー標準形 (Chomsky normal 
form, CNF)
全生成規則が、

A → BCまたはA → a、 S → ϵ

グライバッハ標準形 (Greibach normal 
form, GNF)
全生成規則が、

A → a𝛼𝛼, a ∈ Σ,𝛼𝛼 ∈ 𝑁𝑁∗, S → 𝜖𝜖も可

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
文脈自由文法は、二つの標準形に置き換えることができることが知られています。チョムスキー標準形では、非終端アルファベットがは、非終端アルファベット二つか、終端アルファベットに置き換わります。グライバッハ標準形では、非終端アルファベットは、一つの終端アルファベットの後ろに非終端アルファベットの列が続く形に置き換わります。



PDFの3種類の受理

入力終了時にスタックが空

𝐿𝐿𝐴𝐴 𝑀𝑀 = 𝑤𝑤 ∈ Σ∗ 𝑞𝑞0,𝑤𝑤, Z ⊢∗ (𝑞𝑞, 𝜖𝜖, 𝜖𝜖)
入力終了時に終状態

𝐿𝐿𝑁𝑁 𝑀𝑀 =
𝑤𝑤 ∈ Σ∗ 𝑞𝑞0,𝑤𝑤, Z ⊢∗ 𝑞𝑞, 𝜖𝜖, 𝛾𝛾 , 𝑞𝑞 ∈ 𝐹𝐹

入力終了時にスタックが空、かつ終状態

𝐿𝐿 𝑀𝑀 =
𝑤𝑤 ∈ Σ∗ 𝑞𝑞0,𝑤𝑤, Z ⊢∗ 𝑞𝑞, 𝜖𝜖, 𝜖𝜖 , 𝑞𝑞 ∈ 𝐹𝐹
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
それでは、文脈自由言語がプッシュダウンオートマトンの受理言語であることを説明していきます。先週説明したように、プッシュダウンオートマトンの受理条件は、いくつかあります。ここに三つ示します。一番最後が、先週説明したものになります。最初の受理条件は、入力終了時にスタックが空になるものです。内部状態の場所を特定していません。二番目は、逆に、入力終了時に受理状態に居ることを要求しています。スタックの状態を特定していません。ここでは、入力終了時にスタックが空になる受理条件を使っていきます。



文脈自由言語𝐿𝐿を受理するNPDA

𝐿𝐿 ∩ 𝜖𝜖 = ∅とし、𝐺𝐺 = 𝑁𝑁, Σ,𝑃𝑃, S
生成規則はGNF
最左導出(一番左の非終端記号から生成規
則を適用)

等価なNPDA
𝑀𝑀 = 𝑞𝑞 , Σ,𝑁𝑁, 𝛿𝛿, 𝑞𝑞, S,∅
入力終了時にスタックが空になる
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
文脈自由言語を受理する非決定性プッシュダウンオートマトンを構成しましょう。ただし、この言語には長さ0の文字列を含まないことにします。また、言語の生成規則はグライバッハの標準形になっているとしましょう。グライバッハ標準形では、先頭に終端アルファベット、その後ろに非終端アルファベットの列が続きますが、非終端アルファベットの先頭が、次の段階で生成規則の適用対象となるとします。これを最左導出と言います。受理するプッシュダウンオートマトンは、テープの入力が終了するとスタックが空になることで、言語を受理することにしましょう。内部状態が一つしかないこと、スタックの底の記号が生成規則の開始記号であることに注意します。



最左導出

対応する動作
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
グライバッハ標準形の生成規則は、一つの非終端アルファベットが、先頭に一つの終端アルファベット、その後ろに非終端アルファベットの長さ0以上の列に置き換わります。非終端アルファベットの先頭に対して次の生成規則を適用するのが、最左導出です。それに対応するプッシュダウンオートマトンの動作を示します。内部状態はqのままです。一文字読むことが、一つの生成規則を適用することに対応します。生成規則を適用すると非終端アルファベットの列ができますから、それをスタックに積みます。



遷移関数

生成規則A → a𝛾𝛾があるとき、かつその限り

 𝑞𝑞, 𝛾𝛾 ∈ 𝛿𝛿 𝑞𝑞, a, A
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
生成規則と遷移関数の対応は、非常に簡潔です。



例

𝐺𝐺 = S, A, B , a, b ,𝑃𝑃, S
𝑃𝑃 = S → a b|aSA bSB, A → a, B → b

©Shin-ichi TADAKI
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aSA abSBA abaSABA
abaaABA abaaaBA abaaabA abaaaba
abaaaba

S⇒ ⇒ ⇒
⇒ ⇒ ⇒ ⇒
⇒

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を示します。導出例を見て、どの生成規則が使われているかを確かめてください。



𝑀𝑀 = 𝑞𝑞 , a, b , S, T, A, B , 𝛿𝛿, 𝑆𝑆,∅
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を示します。
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空スタックで受理するNPDAに対
応する文脈自由文法

𝑀𝑀 = 𝑄𝑄, Σ, Γ, 𝛿𝛿, 𝑞𝑞0, Z,∅
𝐺𝐺 = 𝑁𝑁, Σ,𝑃𝑃, S

𝑞𝑞, 𝑞𝑞′ ∈ 𝑄𝑄, A ∈ Γに対して 𝑞𝑞A𝑞𝑞′ ∈ 𝑁𝑁

©Shin-ichi TADAKI

16

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
今度は逆に、空スタックで受理する非決定性プッシュダウンオートマトンの受理言語に対応する文脈自由文法を構成しましょう。文法の非終端アルファベットは、オートマトンの内部状態とスタックアルファベットの組の集合です。



空スタックで受理するNPDAに対
応する文脈自由文法

∀𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄に対してS → [𝑞𝑞0Z𝑞𝑞]を作る

 𝑞𝑞1, B1 ⋯B𝑘𝑘 ∈ 𝛿𝛿 𝑞𝑞, a, A に対して

∀𝑞𝑞2,⋯ , 𝑞𝑞𝑘𝑘+1に対して

 𝑞𝑞A𝑞𝑞𝑘𝑘+1 → a 𝑞𝑞1B1𝑞𝑞2 𝑞𝑞2B2𝑞𝑞3 ⋯ 𝑞𝑞𝑘𝑘B𝑘𝑘𝑞𝑞𝑘𝑘+1 を
作る

ただし、 𝑞𝑞1, 𝜖𝜖 ∈ 𝛿𝛿 𝑞𝑞, a, A に対しては、
𝑞𝑞A𝑞𝑞1 → a

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
始めに開始記号から全ての内部状態への生成規則を作ります。次に、遷移関数に対して、グライバッハ標準形の生成規則を作ります。



例

𝑀𝑀 = 𝑞𝑞0, 𝑞𝑞1 ,Σ, Γ, 𝛿𝛿, 𝑞𝑞0, Z,∅
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
例を示します。内部状態は二つ、終端アルファベットはaとb。非終端アルファベットは、AとZです。
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
動作例です。確認してください。



𝐺𝐺 = 𝑁𝑁, Σ,𝑃𝑃, 𝑆𝑆
開始記号

S → 𝑞𝑞0Z𝑞𝑞0 | 𝑞𝑞0Z𝑞𝑞1
𝛿𝛿 𝑞𝑞0, a, Z = 𝑞𝑞0, AZ より
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[ ] [ ][ ] [ ][ ]
[ ] [ ][ ] [ ][ ]

0 0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 1 0 0 0 1 0 1 1 1

aZ Aa |

a | a

Z A Z

Z A Z A Z

q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q

→

→

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
それでは、先ほどのプッシュダウンオートマトンに対応した文脈自由文法を構成しましょう。内部状態が二つですから、開始記号からの生成規則は二つです。最初にアルファベットaを読んだ際の動作に対応して、規則を作ります。



𝛿𝛿 𝑞𝑞0, a, A = 𝑞𝑞0, AA より
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[ ] [ ][ ] [ ][ ]
[ ] [ ][ ] [ ][ ]
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
さらにaを読んだ際の動作に対応した生成規則です。



𝛿𝛿 𝑞𝑞0, b, A = 𝑞𝑞1, 𝜖𝜖 より

 𝑞𝑞0A𝑞𝑞1 → b

𝛿𝛿 𝑞𝑞1, b, A = 𝑞𝑞1, 𝜖𝜖 より

 𝑞𝑞1A𝑞𝑞1 → b

𝛿𝛿 𝑞𝑞1, 𝜖𝜖, A = 𝑞𝑞1, 𝜖𝜖 より

 𝑞𝑞1Z𝑞𝑞1 → 𝜖𝜖

©Shin-ichi TADAKI
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
アルファベットbを読んだ際の動作と、入力が終わった際の動作です。



まとめると
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
遷移関数から作った生成規則をまとめました。



終端記号を導かないものを削除
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ところが、この生成規則の中には、終端記号を導かないものがあります。下から3行目の末尾にある[q_1Aq_0]は右辺にありませんから、終端記号を導きません。そうすると[q_0Aq_0]は[q_0Aq_0]を導き、終端記号を導かないことがわかります。同様に、2行目の終端の[q_1Zq_0]は右辺にないことから、[q_0Zq_0]は終端記号を導かないことが分かります。



生成規則
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0 1 0 1 1 1

1 1

0 1 0 1 1 1

1 1

Z

Z a A Z

Z

A a A A | b

A b

S q q

q q q q q q

q q

q q q q q q

q q

→

→

→

→

→



プレゼンター
プレゼンテーションのノート
残った生成規則をまとめておきます。
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[ ] [ ][ ]
[ ][ ][ ]
[ ][ ][ ][ ]
[ ][ ][ ]
[ ][ ]
[ ]

0 1 0 1 1 1

0 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

Z a A Z

aa A A Z

aaa A A A Z

aaab A A Z

aaabb A Z

aaabbb Z
aaabbb

S q q q q q q

q q q q q q

q q q q q q q q

q q q q q q

q q q q

q q

⇒ ⇒

⇒

⇒

⇒

⇒

⇒

⇒

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
生成規則から、先ほどの動作例に対応する生成例を作ります。最左導出を行っています。
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